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PRÉFACE. 


Cet ouvrage est, comme le Traité d'Analyse publié en 1854, 
la reproduction plus ou moins fidèle des leçons de mécanique 
que je donne à la faculté des sciences de l'Université de Gand, 
leçons que, pour la commodité de mes auditeurs, j'avais dès l'année 
1838 fait autographier pour leur être journellement distribuées. 
Cette date indique suffisamment que cet ouvrage était composé 
bien avant que des géomèêtres eussent agité au sein de l'Institut 
de France et dans le conseil impérial de l'instruction publique la 
question de savoir s'il est plus avantageux pour la science de 
subordonner la théorie de l'équilibre des corps à celle de leur mou- 
vement ou si, au contraire, il est préférable de fonder la dyna- 
mique sur la statique. Malgré l'autorité des hommes distingués qui 
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ont cru devoir user de leur influence pour faire réformer dans l’en- 
seignement officiel un mode d'exposition de la mécanique consacré 
par plus d'un siècle d'expérience, je n'ai pas cru devoir modifier 
celui que j'avais suivi jusqu’aujourd'hui. Cette détermination se 
fonde sur plusieurs motifs également puissants à mes yeux. Pre- 
mièrement , l'ancienne marche présente l'avantage de procéder 
du simple au composé, puisqu’elle commence par faire abstrac- 
tion de l’idée complexe du temps et du mouvement et qu'elle 
procède suivant l'ordre des inventions ; elle est donc celle qui 
convient le mieux au point de vue didactique. En second lieu, 
la statique est une branche de science qui n'emprunte à aucune 
autre ses principes fondamentaux et que par conséquent, sous le 
rapport de la perfection et de l'abstraction, on peut comparer 
jusqu'à un certain point aux mathématiques pures , tandis que la 
dynamique ne fait que soumettre au calcul les propriétés phy- 
siques de la matière, propriétés qui d'ailleurs ne sont pas suscep- 
tibles de démonstration directe et ne reposent que sur des hypo- 
thèses. Faire intervenir la dynamique dans l'exposition des prin- 
cipes de l'équilibre, c’est donc ôter bénévolement une de ses 
qualités les plus précieuses à la statique, qui par la nature de 
son objet et sa manière de procéder, établit en quelque sorte dans 
l'enchaînement des sciences mathématiques la transition entre les 
mathématiques pures et les mathématiques appliquées. 

Si pour ces motifs et pour d’autres encore qu'il est inutile de 
rappeler iei, nous croyons devoir, dans un traité purement ration- 
nel , donner la préférence à l’ancienne méthode, ce n’est pas que 
nous refusions d'une manière absolue de reconnaitre certains 
avantages à l'innovation qu'on veut introduire dans l'enseigne- 
ment. Ainsi ces avantages nous paraissent incontestables quand 
il s'agit de l'étude de la mécanique appliquée aux machines ; là 
en cffet la marche didactique et la recherche des conditions 
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d'équilibre n'ont qu'une importance secondaire, et la priorité 
donnée à la dynamique permet d’aborder immédiatement les 
questions de mouvement qui forment le but de cette science, et de 
reléguer parmi les corollaires celles bien moins importantes qui 
se rapportent à l'équilibre. 

Dans les polémiques auxquelles a donné lieu la question qui 
nous occupe, il semble qu'on n'a pas attaché assez d'importance 
à cette distinction entre le but final de la mécanique rationnelle et 
celui de la mécanique appliquée, et c’est là, en grande partie, 
sans nul doute, la cause de la confusion qui s’est introduite dans 
les discussions parfois si animées dont l'appréciation de l'utilité 
de cette réforme a été l’objet. Carnot lui-même qui, dans ses 
Principes fondamentaux de l'équilibre et du mouvement, semble 
au premier abord donner raison aux novateurs, ne fait en réalité 
que confirmer cette remarque , puisque son savant ouvrage, dont 
la première édition portait le titre d'Essai sur les machines en 
général, est plutôt destiné à servir d'introduction à un traité de 
mécanique appliquée qu'à former les préliminaires d'un traité 
général. 

Ces observations étaient nécessaires pour me justifier du 
reproche que l'on aurait pu m'adresser de n’avoir pas adopté 
l'ordre nouveau présenté par quelques auteurs comme constituant 
un véritable progrès. Du reste, de même que la préférence donnée 
à la considération des limites dans mon traité d'analyse, ne m'a 
pas empêché de faire un fréquent usage de considérations em- 
pruntées à la théorie infinitésimale, je n'ai pas hésité à faire 
intervenir l'idée de mouvement dans la statique toutes les fois 
que celle-ci m'a paru avoir à y gagner sous le rapport de la 
lucidité ; mais il est bien entendu que cette immixtion n'a Jamais 
eu lieu qu'à titre d'éclaircissement. | 

Pour ce qui est de la méthode suivie dans ce traité, j'ai donné 
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en général la préférence à celle qui emprunte à l'analyse le secours 
de ses signes et de ses transformations, comme présentant sur la 
méthode géométrique ordinairement plus expéditive , il est vrai, 
le grand avantage de mieux se graver dans la mémoire et de se 
prèter avec plus de facilité aux applications des principes généraux, 
ainsi qu'à des recherches ultérieures. Je crois du reste inutile 
d'entrer dans plus de développements sur le plan que j'ai adopté. 
Un coup d'œil jeté sur la table des matières le fera suffisamment 
connaître. Je me borne ici à déclarer qu'en publiant ce livre par 
la voie de l’autographie d'abord et ensuite par l'impression typo- 
graphique, mon seul but a été de faciliter à mes élèves, autant 
qu’il dépendait de moi et sans aucune préoccupation personnelle, 
l'intelligence de la branche la plus importante et la plus difficile 
de leurs études. Une expérience de près de vingt années me per- 
met d'espérer que mon but n'a pas été complètement manqué. 


TRAITÉ 


DE 


MÉCANIQUE RATIONNELLE. 


STATIQUE. 


CHAPITRE I. 


Définitions. Matière. Corps. Espace. Volume. Masse. Point matériel. Corps solide. 
Corps fluide. Repos. Mouvement. — Principe de l’inertie de la matière. Forces. 
Leur représentation. Leurs rapports. — Equilibre. Objet de la mécanique. — 
Axiômes fondamentaux. Résultante. Composantes. — Composition des forces. 
Parallèlogramme des forces. — Démonstration analytique du parallèlogramme 
des forces. — Autre démonstration imitée de celle de Simon Steven. — Consé- 
quences immédiates du parallélogramme des forces. Leur décomposition. — 
Parallélipipède des forces. — Résultante d’un nombre quelconque de forces 
appliquées en un même point. — Expression analytique de cette résultante. — 
Théorème sur les forces estimées suivant une direction donnée. — Théorème 
sur le moment d’une résultante par rapport à un axe, — Théorème sur le mo- 
ment d’une résultante par rapport à un point. Signes des moments. — Equilibre 
de forces appliquées en un même point. 


4. Définitions. Matière. Corps. Espace. Volume. Masse. Point 
matériel. Corps solide. Corps fluide. Repos. Mouvement. — On donne 
le nom de matière à tout ce qui est capable d’affecter l’un de nos sens. 
Une portion limitée de matière ayant une forme déterminée prend le 
nom de corps. On emploie le mot espace pris dans un sens absolu, 
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pour désigner une étendue sans bornes dans laquelle on fait abstrac- 
tion de la matière qui peut s’y trouver. La portion de l’espace renfermée 
entre les limites d’un corps, forme le volume de ce corps et sa masse 
est la quantité de matière que renferme son volume. Si le corps a dans 
tous les sens, des dimensions infiniment petites, il forme, quelle que 
soit sa masse, ce qu’on appelle un point matériel. Un corps peut être 
considéré comme composé de points matériels juxta-posés. Si tous ces 
points sont liés entre eux d’une manière invariable, ils forment un 
corps solide; si, au contraire, ils n’ont entre eux aucune adhérence, 
le corps est dit fluide. 

Lorsqu'un corps occupe constamment la même position dans l’espace, 
on dit qu’il est en repos; il est au contraire en mouvement si cette 
position varie à chaque instant. L'état de repos ou de mouvement d’un 
corps ne peut être reconnu qu’en rapportant sa position à certains 
points dont l’immobilité soit certaine. Or, on ne connait dans l’espace 
aucun point semblable ; il est donc impossible de constater le mouve- 
ment ou le repos absolus d’un corps ou d’un point; on doit se borner 
à rapporter la position d’un corps à certains points considérés comme 
fixes quoiqu’ils ne le soient probablement pas, et à reconnaître l’état 
de repos ou de mouvement relatifs du corps. 

2. Principe de l’inertie de la matière. Forces. Leur représentation. 
Leurs rapports. — La matière est susceptible de repos et de mouve- 
ment, mais elle ne peut d’elle-même changer ou modifier son état. Ce 
principe fondamental, qui constitue le principe de l’inertie des corps 
doit être considéré comme une des données les plus certaines de 
l’expérience. La cause, quelle qu’elle soit, qui change ou qui est 
capable de changer l’état de repos ou de mouvement d’un corps, se 
nomme force. Le mode suivant lequel celle-ci transmet son action au 
corps nous est totalement inconnu. On ne peut apprécier une force 
que par l’effet qu’elle produit; aussi sont-elles pour nous identiques, 
lorsque les effets sont identiques et nous devons considérer deux 
forces comme égales et opposées si elles s’entredétruisent. 

L'ensemble de toutes les connaissances que l’on possède en mécani- 
que prouve d’une manière incontestable que lorsque plusieurs forces 
agissent simultanément et dans le même sens sur un corps, chacune 
produit son effet comme si elle agissait isolément; c’est pourquoi la 
force unique qui produirait le même effet que deux, trois, etc., forces 
identiques réunies, est dite double, triple, etc., de chacune de celles-ci, 
ce qui permet d'établir des rapports entre des forces, comme pour des 
grandeurs géométriques ; ainsi, en représentant par un nombre ou par 
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une droite une certaine force prise pour unité ou pour terme de 
comparaison, toutes les forces pourront être exprimées soit par des 
nombres, soit par des droites. Il y a deux choses à considérer dans une 
force, son intensité, c’est-à-dire, son rapport à la force prise pour 
unité et sa direction qui n’est autre chose que la ligne droite qu’elle 
tend à faire parcourir à un point matériel auquel elle serait appliquée. 
Il suit de là qu’une ligne droite peut servir à représenter complète- 
ment une force, car la longueur de la droite servira de mesure à son 
intensité et la direction de la droite indiquera la direction de la force. 
On voit donc que les différentes manières de fixer la position et la 
longueur d’une droite en géométrie analytique pourront servir à 
indiquer la grandeur et la direction d’une force dans l’espace. Le 
moyen le plus simple consiste à mener dans l’espace trois axes rectan- 
gulaires que l’on considère comme immobiles; on donne les coordon- 
nées de l’une des extrémités de la droite, laquelle forme le point d’ap- 
plicätion de la force; sa direction sera donnée par les angles que 
forme cette droite avec les trois axes en prenant ces angles entre les 
axes positifs et la droite prolongée dans le sens de l’action de la force. 
L’intensité sera exprimée par la longueur de la droite. 

3. Équilibre. Objet de la mécanique. — Si plusieurs forces agissent 
simultanément sur un corps ou sur un point matériel, il arrive ou que 
le corps reste immobile ou qu’il se met en mouvement. Dans le pre- 
mier cas, les forces s’entre-détruisent et on dit qu’elles se font 
équilibre. Dans le second cas, le corps tend à prendre un mouvement 
qui dépend des rapports de grandeur et de position entre ces forces. 
On appelle en général mécanique la science de l'équilibre et du mou- 
vement; elle se divise en mécanique proprement dite et en Hydrau- 
lique suivant qu’elle concerne le mouvement de corps solides ou de 
corps liquides. La mécanique proprement dite se divise elle-même en 
statique et en dynamique; la première s'occupe des lois de l’équilibre, 
la seconde, des lois du mouvement des corps non fluides. 

4. Axiômes fondamentaux. Résultante. Composante. — Les prin- 
cipes de la statique ne sont que les conséquences de quelques axiômes 
fondamentaux que nous allons énumérer. 

4° Lorsqu'un système est en équilibre sous l’action de certaines 
forces, on peut sans rompre cet équilibre, rendre fixes quelques-uns 
des points du corps. 

> On peut, aux forces appliquées à un système de forme invariable, 
en joindre d’autres ou supprimer ecrtaines forces, pourvu que celles-ci 
appliquées seules, se fassent aussi équilibre. 
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3° Une force peut être considérée comme appliquée en un point 
quelconque de sa direction, pourvu que tous ces points soient liés 
entre eux d’une manière invariable, puisque le déplacement commu- 
niqué à l’un d’eux dans le sens de la force se transmettra sans altéra- 
tion à tous les autres. 

11 suit de là que deux forces égales et opposées P et P’ (fig. 1), se 
font équilibre si elles sont appliquées à des points À et B liés invaria- 
blement entre eux, car la force P’ pourra être transportée de B en A 
où elle détruit visiblement la force P. 

4° Si un système de forces appliquées à un corps est tel que par 
l'introduction d’une nouvelle force P on peut produire l’équilibre, 
ces premières forces pourront être remplacées par une force unique 
P’ égale et directement opposée à P; car si l’on introduit les deux 
forces P et P' qui se détruisent, on n'aura rien changé et comme, par 
hypothése, P fait équilibre au système, on pourra, d’après ce qu’on 
vient de voir, supprimer P ainsi que les forces données et il ne restera 
que la seule force P’. Cette force unique, capable du même effet qu’un 
système de forces se nomme résultante du système. Ces forces primi- 
tives prennent elles-mèmes le nom de composantes. 

5° Si plusieurs forces sont appliquées à un même point matériel 
et dirigées dans un même sens, la résultante est égale à la somme de 
ces forces. Cela résulte de l’hypothèse que nous avons faite (N° 2) sur 
le mode d'action des forces. 

6° Si deux forces P et P’ appliquées à un même point agissent dans 
des sens directement opposés, la résultante est égale à la différence 
P — P’ de ces forces et agit dans le sens de la plus grande P; en 
effet cette dernière peut être remplacée par deux forces dont l’une 
soit égale à la plus petite P’et l’autre égale à la différence P — P'; si 
donc on supprime les deux forces P’ qui se font équilibre il ne restera 
que la force P — P’ qui sera par conséquent la résultante. 

Ïl suit de là que la résultante d’un système de forces agissant sur un 
point matériel suivant une même droite dans les deux directions 
opposées, est égale à la somme des forces qui agissent dans un sens 
moins la somme des forces qui agissent dans le sens opposé. 

7° Si deux forces non en équilibre agissent simultanément sur un 
point matériel, ees déux forces ont une résultante; car il est évident 
que le point tendra à se déplacer dans une certaine direction, et que 
par conséquent une force convenable empêchera ce déplacement et 
maintiendra l’équilibre. Cette force prise cn sens inverse est donc la 
résultante. (Voir 4°.) 
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Celle-ci est renfermée dans le plan qui contient les deux forces; car 
il n’y a pas de motif pour qu’elle soit placée plutôt d’un côté que 
de l’autre de ce plan, attendu que tout est symétrique des deux 
côtés. Elle est aussi dirigée dans l'angle formé par les directions des 
deux forces P et Q ; en effet, si R (fig. 2) pouvait être cette résultante, 
une force R’ égale et directement opposée à R ferait équilibre à Pet Q . 
et en rendant fixe un point O du système lié au point A et pris entre 
R et P, l’équilibre devrait encore exister (voir 4°), ce qui évidem- 
ment n’a pas lieu, puisque R’, P et Q tendent à faire tourner A 
autour de O dans le même sens. Si les deux composantes étaient 
égales, la résultante devrait diviser en deux parties égales l’angle 
formé par ces forces, puisqu'il n’y aurait pas de motif pour qu'elle 
se rapprochât de l’une des forces plus que de l’autre. 

ñ. Composition des forces. Parallèlogramme des forces. — On ap- 
pelle composition des forces, l’opération par laquelle on détermine la 
résultante d’un système de forces, et décomposition, l'opération inverse’ 
ayant pour objet de remplacer une force unique par plusieurs forces 
capables du même effet. La composition des forces est fondée sur le 
théorème suivant : Si la résultante de deux forces P et Q formant entre 
elles un angle « ainsi que celle de deux forces P et Q! formant entre 
elles le même angle, sont dirigées toutes deux suivant la diagonale 
du parallélogramme construit sur ces forces, la résultante des deux 
forces P et Q + Q' sera aussi dirigée suivant la diagonale du paral- 
lélogramme construit sur ces deux dernières forces ; en effet si on 
représente par AB, AC et CD (fig. 3), les trois forces P, Q et Q et qu’on 
construise les parallèlogrammes CABE et DCEF, la résultante de AB et 
AC sera dirigée par hypothèse suivant AE, son point d'application 
pourra être transporté du point A au point E et si l’on construit le pa- 
rallélogramme EGKH égal à ABEC, la résultante dirigée suivant EK 
pourra être remplacée par les deux forces EG et EH que l’on pourra 
concevoir appliquées l’une au point F et représentée par FL, l’autre 
au point C et représentée par CE. Les deux forces CE et FL tiendront 
donc lieu des deux forces AB et AC; mais la résultante de CE et CD est 
dirigée par hypothèse suivant CF et peut être appliquée au point F; 
les trois forces AB, AC et CD ou P, Q et Q’ sont donc remplacées par 
cette dernière et par la force FL appliquées toutes deux au point F et 
ayant par conséquent une résultante qui passe par ce point; la résul- 
tante de P, Q et Q’est donc dirigée suivant AF qui est la diagonale du 
parallèlogramme construit sur P et Q + Q. 

On conclut de là que la résultante de deux forces qui sont cntre elles 
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dans le rapport de deux nombres entiers, est dirigée suivant la diagonale 
du parallélogramme construit sur ces deux forces; en effet la proposi- 
tion est évidente pour deux forces égales P et P, elle est donc vraie 
pour le système des forces P et 2P en vertu du théorème qu’on vient 
de démontrer. La proposition étant vraie pour P et 2P d’une part et 
._ poureP et P d’une autre part, est vérifiée pour P et 3P et ainsi de 
suite jusqu’à P et nP. De même la proposition étant vérifiée pour nP 
et P et pour nP et P, le sera pour nP et 2P et par conséquent pour 
nP et 5P et en général pour nP et mP, m et n étant deux nombres 
entiers quelconques. 

Il en est de même quand les forces sont dans un rapport incommen- 
surable ; car si la résultante de AC et AB (fig. #) pouvait être dirigée 
suivant AE, en divisant AB en parties égales plus petites que DE et en 
portant un certain nombre de ces parties sur BD, un point de division 
tomberait entre E et D et l’on formerait un parallèlogramme AceB dans 
‘lequel les côtés À c et AB seraient commensursbles ; la résultante de AB 
et Ac est donc dirigée suivant Ae; la résultante de cette dernière et de 
Cc, résultante qui n’est autre que celle de AB et AC, serait donc diri- 
gée suivant AE, ce qui n’est pas possible puisqu'elle doit étre comprise 
dans l’angle CAe formé par les deux forces. On démontrerait de la même 
manière que la résultante ne peut pas venir rencontrer le côté CD entre 
les points Cet D; elle est donc dirigée suivant la diagonale AD. 

Il reste encore à trouver la grandeur de la résultante dont on vient 
de fixer la direction; à cet effet observons que si R est la résultante de 
P et Q (fig. 5), une force R’ égale et directement opposée à R leur fera 
équilibre; d’où il suit que Q fera équilibre à P et R’ et que par con- 
séquent le prolongement AC’ de AC sera la direction de la résultante 
de P et R’. R’ doit donc être tel que AC’ soit la direction de la diagonale 
du parallélogramme construit sur AB et sur R’; il suit de là que si l’on 
mène BC’ parallèle à R et CD’ parallèle à AB , AD’ représentera la va- 
leur de R’ ou de R; or à cause des parallèlograinmes ABC'D’ et ADBC, 
AD’ est égal à BC’ et BC’ à AD ; donc AD' est égal à AD, c’est-à-dire que 
la résultante de deux forces appliquées à un point, est représentée 
en grandeur et en direction par la diagonale du parallélogramme 
construit sur ces forces. 

6. Démonstration analytique du parallélogramme des forces. — 
Cette proposition importante qui est due à Simon Steven et qui consti- 
tue le théorème du parallélogramme des forces, peut être démontrée 
par des considérations purement analytiques de la manière suivante : 
soient X et Y (fig. 6), deux forces appliquées au point O et dirigées sui- 
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vant deux droites formant un angle droit, ou en d’autres termes, deux 
forces orthogonales et soit R leur résultante faisant l’angle « avec X. Il 
est évident que les valeurs de R et de « dépendent de X et de Y ct que 
par conséquent en désignant par f, F, 4 etv des fonctions de forme in- 
connue, on doit avoir 
R—#f(X,Y), a«—F(X, YŸ) 
et en éliminant Y entre ces équations, il viendra 
R—+(X,a) ou X—?(R, a). 


D'autre part, si les forces X et Y sont doublées ou triplées, la résultante 
R sera elle-même visiblement doublée ou triplée en conservant la même 
direction et, en général, si les forces X et Y croissent ou décroissent 
dans le même rapport n, la résultante R croitra ou décroïtra dans la 
même proposition en conservant la même direction. Il suit de là que si 
dans l’équation précédente on change X en nX, R doit se changer en 
nR et que par conséquent on doit avoir (*) 


p(nR, x) —nyp(R, «), 


ce qui n’est possible qu’à la condition que 9(R, à) soit de la forme e Ryz; 


on doit donc avoir, 
X = Roux. 


En changeant « en 5 — « et X en Ÿ, on aura de même 


Y=Ry( — +) 


Cela posé, par le point d’application O (fig. 7), faisons passer trois axes 
rectangulaires et proposons-nous de déterminer la résultante R de trois 
forces X, Y, Z dirigées suivant ces trois axes. Pour cela on déterminera 
d’abord la résultante r des deux forces X, Y, puis on cherchera la résul- 


= 


(*) Cette égalité qui doit exister pour toute valeur de n , donne 
p(nR,a) 
P(R,a ) = TT n © 
or, si on conçoit p(nR,«) développé suivant les puissances ascendantes de #R sous 
la forme a+ b(nR) + c(rR}+ etc., on devra avoir identiquement 


P(R, +) = + DR + onR2 + dn2R3 + ete. 
n 


c’est-à-dire que le second membre devra être indépendant de n comme le premier, 
ce qui n’a lieu que si a, c, d... sont nuls, et par conséquent, si la fonction 9 est 
de la forme &R, c'est-à-dire, Rx. 
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tante R der et de Z. Or si on désigne par « et z les angles que font r avec 
X et Ravec Z, on doit avoir visiblement 


X — ru, r=Ry(5—<) 


X — Roap G — :) . 


D'un autre côté, si on commence par chercher la résultante r’ de Y et 
Z et qu’ensuite on détermine la résultante R de r’ et de X, on trouvera, 
en désignant par x l’angle formé par R avec X, 


X—Rox. 


En égalant ces deux valeurs de X on est conduit à la relation 


et par conséquent 


Telle est l’équation de condition qui caractérise la fonction y et qui 
va nous servir à déterminer sa forme. Remarquons que l’angle trièdre 
OXRr rectangle en r donne entre les mêmes angles x, « et z cette 
autre relation 
COS © —= COS à sin z;..... (2) 

or, si la relation (4) était distincte de cette dernière, on pourrait de 
ces deux équations tirer les valeurs de x et de z en fonction de «, 
résultat absurde, puisque en laissant X et YŸ invariables et faisant 
changer Z, « ne changera pas, tandis que x et z changeront visible- 
ment de valeur. Les deux relations 


se = sax) et cos x —= Cos a sin z 


devant subsister en même temps et les angles x et z ne pouvant pas 
être exprimés en fonction de «, 9x ne peut être que cos x (*), ou plus 
généralement px doit être de la forme (cos x)° ce qui fait prendre à 
la première équation la forme 

(cos x)° — (cos «)* (sin 2)° 


— 


(*)1l est à remarquer que l'équation (2) serait unique si px pouvait être constant 
L 4 - e e Q T . 
et égal à l'unité, ce qui n’est pas admissible puisque o& et 9 (5-°) auraient 


cette même valeur constante, et que par conséquent X et Y devraient être égaux, 
puisque l’on a 


X—Roa, Y=Ry(5- a.) 
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qui rentre en effet dans la seconde en élevant les deux membres de 
celle-ci à la puissance a. L’exposant a se détermine en observant que 
si on décompose une force R (fig. 8) en deux forces orthogonales 
X et Y et qu'on décompose ensuite les forces X et Y en deux autres 
dirigées suivant Jeur résultante AR et suivant une perpendiculaire 
BC, les composantes suivant BC doivent être égales et opposées, et 
les deux composantes suivant AR réunies, doivent être égales à R. Les 
forces X et Y sont en effet égales à R (cos x)° et R (sin x), leurs com- 
posantes suivant BC sont toutes deux R(cos x)° (sin x)* et les deux 
composantes suivant AR sont 


R(cos x)° (cos x)* et R{sin x)* (sin x)‘; 


on doit donc avoir, en supprimant le facteur commun R et pour toute 
valeur de x, 


(cos x)?2 + (sin x)?2— 1. 
1 
Pour x égal à Tr sin x et cosx sont égaux à —— et l'équation devient 


2 
| ga —1 d'ou 2—2 
ce qui fait voir que a est égal à l’unité et que par conséquent 9x — cos x. 
Les deux composantes X et Y de R (fig. 6) sont donc 


X—Recosæ, Y—Rsin«x 


et comme on tire de là 


X? + Y?—R*°, langa— +, 
on voit que la résultante de deux forces orthogonales est représentée 
en grandeur et en direction par la diagonale du rectangle construit 
sur ces forces. 

Le théorème peut être ensuite étendu à deux forces P et Q for- 
nant un angle quelconque BAC (fig. 9) en observant que si on 
décompose la force P représentée par AB en deux autres AE et AF 
dirigées l’une suivant la force Q et l’autre suivant une perpendi- 
culaire AF, la résultante de P et Q sera la même que celle de 
AF et de AC + AE ou AC + CG — AG, résultante qui est repré- 
sentée par la diagonale AD du rectangle FAGD; or AD est aussi 
la diagonale du parallélogramme construit sur P et Q, car en menant 
la droite CD on forme un triangle rectangle DCG qui est égal au 


2 
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triangle BAF, puisque DG et GC — AE sont égaux à AF et BF — AE, 
d’où il résulte que DC est égal et parallèle à AB et par consé- 
quent que BACD est un parallélogramme construit sur AB et: AC. 

7. Autre démonstration imitée de celle de Simon Steven. — Cette 
proposition fondamentale du parallélogramme des forces peut aussi 
se déduire fort simplement des circonstances de l’équilibre d’une 
chaine sur un plan incliné; en effet ABC (fig. 10) étant un triangle 
rectangle dans lequel BC est vertical, il est visible qu’une chaine 
uniformément pesante et continue CADBC restera en équilibre, ce 
qu’on peut considérer soit comme un principe d'expérience, soit 
comme une conséquence de cette remarque qu’un mouvement, s’il 
avait lieu, serait sans effet et sans cause, puisqu'il ne ferait que 
placer la chaîne dans des circonstances toujours identiques. Cela 
posé, le point C de la chaine est tiré d’un côté par la partie CA 
tendant à glisser le long du plan incliné et par la tension en A 
de la partie pendante AD, et de l’autre côté par le poids de CB 
et la tension de BDA en B. Or, AB étant horizontal, ADB se com- 
pose de deux parties symétriques AD et BD et les deux tensions 
extrêmes en À et en B sont égales. La traction sur C düe au poids de 
CA est donc égale au poids de CB. L'équilibre subsistera encore si on 
concentre en un point M et un point M’ les masses de ces deux parties 
de la chaine et qu’on les lie entre elles par un fil mathématique MCM'. 
La tension du fil MC est évidemment la composante du poids P de M 
suivant AC, composante qui est Pa (N° 6), « désignant l’angle C; la 
tension du côté CB est représentée par le poids Q de BC; on a donc 


Q—Pyc, pe 


et comme P ct Q sont proportionnels à AC et BC et que le rapport 
BC 
Ac est égal au cosinus de «, on trouve, comme dans la démons- 
tration analytique, 

pa —= COS &. 


8. Conséquences immédiates du parallélogramme des forces. Leur 
décomposition. — Il résulte du théorème précédent que deux com- 
posantes quelconques et leur résultante sont représentées par les trois 
côtés d’un triangle ABD (fig, 5) et que l’on a par conséquent la 
proportion 

P:Q:R—sin BDA : sin BAD : sin ABD, 
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ou bien 
P:Q:R=— sin DAC : sin BAD : sin BAC 


en remarquant que les angles ABD et BAC sont supplémentaires cet 
ont le mème sinus. Cette proportion apprend que, chacune de ces 
trois forces est proportionnelle au sinus de l’angle formé par les deux 
autres. 

On voit aussi que si trois forces P, Q et R se font équilibre autour 
d’un point À (fig. 411), il faut que R soit égal et directement opposé 
à la résultante R’ des forces P et ©, c’est-à-dire, à la diagonale AD du 
parallélogramme construit sur AB et AC, ct comme on a 


P:Q:R'— sin DAC: sin BAD : sin BAC, 


il vient aussi, en remarquant que les angles supplémentaires ont le 
même sinus, 


P:Q:R— sin QAR : sin PAR : sin PAQ, 


c’est-à-dire, que lorsque trois forces se font équilibre autour d’un 
point, elles sont toutes trois renfermées dans un méme plan et 
chacune d’elles est proportionnelle au sinus de l’angle formé par 
les deux autres. 

Le triangle ABD donne l’expression analytique de la résultante de 
deux forces, carona 


AD? — AB? + BD? — 2AB.BD cos ABD, 


ou bien en remarquant que les angles supplémentaires ABD et BAC 
ou x ont les cosinus égaux et de signe contraire, 


R?— P? + Q? + 2PQ cos «. 


Si l’angle « était droit, cette valeur se réduirait à P? + Q°. 

La décomposition d’une force R’ en deux autres dirigées suivant 
deux droites données AB et AC s’effectue en construisant le parallélo- 
gramme BACD. La valeur des composantes résulte aussi de la propor- 
tion démontrée au N° précédent, savoir 


P : R’— sin DAC : sin BAC 
Q : R’— sin BAD : sin BAC 
d’où l’on tire 
Rp sin DAC 
sin BAC 


, Sin BAD 


ER BAC 
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Si l’angle BAC cst droit et qu’on représente par a l’angle BAD, 
les valeurs précédentes se réduisent à 


R'cosa, R'sina. 


9. Parallélipipède des forces. — Si trois forces P, P’, P”, (fig. 12) 
représentées par les droites AB, AC et AD non renfermées dans un 
même plan, agissent sur un point À, on trouvera leur résultante 
en composant d’abord les deux forces P et P’ c’est-à-dire en les 
remplaçant par leur résultante Q représentée par la diagonale AE; 
puis en cherchant la résultante des deux forces Q et P” ou AE et AD, 
résultante qui est la diagonale AF du parallélogramme ADFE; mais AF 
est visiblement la diagonale du parallélipipède construit sur AB, 
AC et AD; d’où résulte ce théorème plus général : la résultante 
de trois forces qui agissent sur un point est représentée en gran- 
deur et en direction par la diagonale du parallélipipède construit 
sur ces forces. 

Ce théorème permet de décomposer une force donnée R en trois 
autres dirigées suivant trois droites données passant par un point 
situé sur la direction de la force; il suffit pour cela de construire 
le parallélipipède ayant AF pour diagonale et les trois droites in- 
définies, pour arètes contigues. La valeur des trois composantes prend 
une forme très simple lorsque les droites données sont perpendicu- 
laires entre elles ou lorsque le parallélipipède est rectangle; en repré- 
sentant par «, B, y les angles formés par ces droites avec la force, 
le triangle ADF sera évidemment rectangle en D et l’on aura 


AD = AF cos DAF ou P”’—R cos y; 


on à de même 
P—Rcosa, P'—R cos f. 
Une propriété connue des parallélipipèdes rectangles donne aussi la 
relation 
R? — P? + pa + p'' 
à laquelle on est conduit par les valeurs précédentes en remarquant 
que l’on a 


Pp? + P? + P”?— R? (cosx + cos'B + cos*}) 
et que les trois angles «, B ct y que forme une même droite avec un 


système de trois droites rectangulaires, ont toujours entre eux la 


relation 
cos?x + cos'B + cosy —= 1. 
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10. Résultante d’un nombre quelconque de forces appliquées en un 
point. — Ce qui précède suffit pour déterminer géométriquement la 
résultante d’un nombre quelconque de forces P, P’, P”, P’”’ etc., ap- 
pliquées à un point dans des directions quelconques; pour cela on 
composera d’abord deux forces P et P’ en une seule Q ; on composera 
ensuite la résultante Q avec une troisième force P” ce qui donnera 
une nouvelle résultante Q”’ que l’on composera avec une quatrième 
force P”” et ainsi de suite. On arrivera ainsi à la résultante de tout le 
système. En effectuant ces opérations successives, on est conduit à une 
construction fort simple de la résultante R; car si l’on remarque que 
BD, DF, FH (fig. 43) sont égaux et parallèles à AC, AE, AG... ou 
P', P”, P”’...., on voit que pour obtenir la résultante AH, il faudra 
construire le polygone gauche ABDFH dans lequel un des côtés AB est 
une des forces et les autres côtés sont égaux et parallèles aux autres 
forces du système; le côté AH qui ferme le polygone représente la 
résultante. L’ordre suivant lequel se succèdent ces côtés est indifférent 
puisque l’ordre suivant lequel on effectue les compositions successives 
des forces, est lui-même arbitraire; si le polygone était fermé ou si le 
dernier point H tombait en A, la résultante serait nulle et il y aurait 
équilibre. 

41. Expression analytique de cette résultante. — L'expression de 
cette résultante pourrait être trouvée en fonction des composantes et 
des angles qu’elles forment entre elles; mais on y arrive d’une ma- 
nière plus simple en rapportant toutes les forces à trois axes rectangu- 
laires; en effet si «, B, y, «, B', y, «”, B", y”. .… représentent les 
angles formés par les forces P, P”, P”,.... (fig. 14) avec trois axes 
rectangulaires fixes, on pourra (N° 9) décomposer chaque force 
P, P',P”....... en trois autres (P cos «, P cos B, P cos y), (P’ cos «, 
P’ cos 6, P’ cos y), (P” cos «7... dirigées suivant les trois axes, et 
en faisant 


X = P cos « + P’ cos & + -..., Y —P cos B + P’ cos 8” + -..., 
Z = P cos y + P’ cos y + .-.. 


tout le système sera remplacé par les trois forces X, Y,Z; si donc R 
est la résultante et a, b, c les angles qu’elle forme avec les axes, 
on aura 


R?—X?+Y2+72—{(Pcosa-+etc.) + (P cos + etc.)?+(P cos y+ete.)?, 
Rcosa— P cos a + P’cosa'+ ete., Rcosb—P cos 6 + P'’cos£’+ etc., 


R cos c = P cos y + P”’ cos y + etc. 
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d’où l’on tire 


P cos à + P' cos a + etc. P cos 6 + P’cos£' + cite. 
SG > cos b — CR 


P cos y + P’ cos y + etc. 


COS € — 
R 


Ces équations déterminent l’intensité de la résultante et les angles 
qu'elle fait avec les trois axes. Il est visible que les différents termes 
qui forment les valeurs de X, Y, Z sont positifs ou négatifs selon que 
les angles a, GB, y, x’... sont aigus ou obtus, ou ce qui revient au 
même, selon que ces composantes sont dirigées dans le sens des 
axes positifs ou négatifs. 

Si toutes les forces étaient renfermées dans un même plan, en le 
prenant pour plan des XY, les composantes parallèles à l’axe des Z 
disparaîtraient évidemment et les équations précédentes deviendraient 


R=pX2+ Y2p/(P cos « +P'cosa+ete.) +(P cosB+P'cos B'+ete.)?, 
P cos « + P’cos à’ + etc. P cos B + P’ cos f’ + ete. 
cos ER? COS D = ——— 


ou plutôt, en observant que les angles (x, 8), (&', 8’)... (a, b) sont 
complémentaires et que par conséquent les cosinus de B, £’... b sont 
égaux aux sinus de &, x’... &, 


R — y/(P cos « + P’ cos & + etc.}? + (P sin a + P’sin à + ete.)?, 


P cos « + P’ cos x’ + etc. . Psin « + P'sinæ + etc. 
COS 4 == — "+ Sn = ———————————————————-. 


R R 

On peut aussi faire dépendre de la théorie du centre des moyennes 
distances la détermination de la résultante d’un système de forces 
P, P’, P”.... appliquées en un même point; en effet les extrémités de 
ces forces qui font avec trois axes rectangulaires des angles «, B, y, «..…., 
ont pour coordonnées P cos «, P cosB, P cosy, P’cos «’....; en dé- 
signant donc par x, y, z les coordonnées du centre des moyennes 
distances de leurs extrémités et par n le nombre de forces, on aura 


d’après la définition des moyennes distances, 
2P cos « , = Pcosf EP cos y 
== Æ —— TE —— 1: 


TT to) ? 


n ñn n 


Joignons par une droite le centre des moyennes distances à l’ori- 
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gine; cette droite fera avec les axes des angles ayant pour cosinus 
EPcosa 

/ EP cos a)e + (5 P cos f}° + (5 P cos 7) 


et elle aura pour longueur 


G P cos a)? + (2 P cos 6)? + ( P cos y) 


ñn 


etc. 


Va? + y? + 21 — 


En comparant ces résultats à ce qui a été dit plus haut sur la résul- 
tante d’un système de forces appliquées à un même point, on est con- 
duit à ce théorème : La résultante de n forces appliquées en un même 
point est représentée par n fois la droite qui joint le point commun 
d'application au centre des moyennes distances des extrémités de 
chacune de ces forces. 

On verra plus loin (N° 33) comment ce théorème se généralise lors- 
que les forces ne sont pas appliquées en un même point. 

42. Théorème sur les forces estimées suivant une direction donnée. 
— Si l’on décompose une force en deux autres, l’une dirigée suivant 
une parallèle à une droite donnée et l’autre renfermée dans un 
plan perpendiculaire, la première composante, qui n’est autre 
que la projection orthogonale de la force sur cette droite, est 
dite force estimée suivant la direction donnée; et l’autre compo- 
sante, qui est la projection de la force sur un plan perpendiculaire 
à la droite, est dite force estimée normalement à la droite. En re- 
présentant donc par a l’angle formé par P avec une droite, Pcos a 
sera l'expression de P estimée suivant la droite et P sin a l’expression 
de la seconde composante. Il résulte de là que dans l’équation du 
numéro précédent, savoir : 


R cos a — P cos & + P’ cos « + etc., 


le premier membre représente la résultante R estimée suivant l’axe 
des X et P cos «, P’cos «’... représentent les forces P, P’ etc. estimées 
suivant le même axe. Comme cet axe est pris dans une direction 
arbitraire, on conclut de cette équation que pour un système de forces 
appliquées à un point, la somme des composantes estimées suivant 
une droite quelconque est égale à la résultante estimée suivant la même 
droite. Il est visible aussi que la projection de la résultante R sur le 
plan YZ est aussi la résultante de toutes les forces représentant les pro- 


jections des forces P, P’.... de l’espace sur ce plan; car si on applique 
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la résultante R en sens inverse, il y aura équilibre autour du point; 
si ensuite on décompose toutes les forces y compris la résultante prise 
en sens inverse, en deux autres les unes renfermées dans l’axe des X 
et les autres renfermées dans le plan YZ, les premières se feront 
équilibre, puisque la composante de la résultante suivant l’axe sera 
la même que précédemment, mais en sens inverse, et en suppri- 
mant ces composantes en équilibre il ne restera que les composantes 
renfermées dans le plan YZ, qui devront donc aussi se faire équilibre 
entre elles; d’où il suit que la composante normale de la résultante R 
tiendra lieu des composantes normales des forces P, P”, P”.. 

13. Théorème sur le moment d’une résultante par rapport à un 
axe. — Il existe entre les composantes P, P’.... et la résultante R 
estimées normalement à un axe, une relation importante; soit CC’ 
(fig. 45) cet axe et P l’une des forces appliquées au point A et faisant 
avec CC’ ou avec une parallèle AX, un angle PAX désigné par a. Si 
on prend pour axes coordonnés la droite AX , la perpendiculaire AY 
sur CC’ et une perpendiculaire AZ sur le plan XAY, on a d’après ce 
qu’on vient de voir et en conservant aux lettres la même signification 
que plus haut, 


Rcosb=—Peos8 + P'eosB’+ete., Rcosc=—Pcosy+P’cosy + etc. (1) 


mais ces composantes des forces R, P, P’.... suivant les axes des Y et 
des Z peuvent être obtenues d’une autre manière; si l’on décompose 
P en deux forces q et q’ dirigées l’une suivant l’axe des X et l’autre 
perpendiculaire à cet axe, on aura 

g—=Pcosa, qg'—Psine; 


et il est visible que q’ renfermé dans le plan des YZ, porrra étre 
décomposé en deux forces suivant les axes des Y et Z, qui ne seront 
autres que P cos 8 et P cos y. En représentant donc par & l’angle g'AY 
que forme avec l’axe des Y la force q’, les deux composantes de q’ 
seront g’cos € et g'sine; on a par conséquent 


Pcosf —q'eose, Pcosy—g'sine 
ou en remplaçant q’ par sa valeur donnée plus haut, 
PcosB—Psinacose, Pcosy—Psincsine. 


Si l’on représente par e, &’, e” les quantités analogues à & pour R, P’, P”.…., 
la seconde des deux équations (1) devient 


R sin a sin e — P sin « sin € + P”’ sin «’ sin & + etc. 
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Pour interpréter géométriquement cette relation, multiplions les 
deux membres par OÀ — h et remarquons que OB étant perpendi- 
culaire sur q’, est égal à h sin &; il vient en désignant OB par pet 
par r, p’, p’... les quantités analogues pour R, P’, P”...... ) 


rR sin a = pP sin « + p'P'sin « + etc. 


p ou OB est la plus courte distance de l’axe CC’ et de la force P; car 
on sait que si par l’une des droites AP on fait passer un plan PAX 
parallèle à la seconde CC’, la plus courte distance est égale à la per- 
pendiculaire OB abaïissée d’un point O de CC’ sur ce plan. On appelle 
moment d'une force par rapport à un axe le produit de cette force 
estimée normalement à l’axe, par la plus courte distance de la force à 
l’axe ; on voit donc que l'équation précédente conduit à ce théorème : 
la somme des moments par rapport à un axe d’un système de forces 
appliquées à un point est égale au moment de la résultante par rap- 
port au même axe. 

44. Théorème sur le moment d’une résullante par rapport à un 
point. Signes des moments. — Si toutes les forces étaient renfermées 
dans un même plan, en prenant l’axe CC’ perpendiculaire à ce plan, il 
est évident que les angles a, «, «'.... seraient droits et l’équation pré- 
cédente deviendrait 


Rr— Pp + P'p + etc. 


dans laquelle r, p, p'..... seraient évidemment les perpendiculaires 
abaissées du point O (fig. 16), intersection de l'axe et du plan des 
forces, sur les forces R, P, P’.... Un produit de la forme Pp se nomme 
moment de la force P par rapport au point O qui prend le nom de 
centre des moments; on voit done que, pour des forces renfermées 
dans un même plan et appliquées à un même point, le moment de 
la résultante par rapport à un point renfermé dans ce plan, est égal 
à la somme des moments des composantes. 

I suit des deux théorèmes précédents, 1° que pour des forces 
appliquées en un même point ct dirigées d’une manière quelconque 
dans l’espace, la somme des moments par rapport à un axe est égale 
à zéro, quand l’axe des moments est rencontré par la résultante et 
2° que pour des forces renfermées dans un même plan, la somme des 
moments par rapport à un point est nulle, si le centre des moments 
est placé dans la direction de la résultante, car dans l’un et l’autre 
cas, on a r — 0. 
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Il est à remarquer que les moments des forces, dans les relations 
précédentes, peuvent être positifs ou négatifs; ce qui dépend du signe 
des différents termes P cos 7, P’ cos y’... de l’équation 


R cos c — P cos y + P’ eos y + etc. 


dont on s’est servi; or ces termes sont positifs ou négatifs selon que 
les composantes P cos y, P’ cos y”... sont dirigées dans le sens des Z 
positifs ou dans le sens des Z négatifs; c’est donc cette circonstance 
qui détermine le signe du moment de chaque force. On peut rendre 
l'observation du signe très facile par la remarque que les composantes 
positives tendent à faire tourner le point À autour de l’axe CC’ dans 
un sens, tandis que les composantes négatives tendent à le faire tourner 
en sens contraire ; on peut donc énoncer le principe des moments de 
cette manière : Le moment de la résultante d’un système par rapport 
d un axe est égal à la somme arithmétique des moments des forces 
qui tendent à faire tourner le point matériel dans un sens, moins 
la somme arithmétique des moments des forces qui tendent à faire 
tourner en sens inverse. 

45. Équilibre de forces appliquées en un même point. — Pour 
qu'il y ait équilibre entre les forces P, P”, P”.... appliquées à un même 
point, il faut et il suffit que la résultante soit nulle ou que l’on ait 


X?+ Yi + Z1—0; 
Les conditions d'équilibre centre les forces sont donc données par les 
trois équations 
X=—0, Y—0, Z—0 


ou bien 


P cos « + P’cos & + etc. —0, P cos B + P’cos £’ + etc. — 0, 
P cos y + P’ cos y + etc. — 0. 


Si les forces étaient renfermées dans un même plan (N° 43), les 
conditions d'équilibre se réduiraicnt aux deux suivantes 


P cos « + P’cos & + etc. — 0, P sin « + P'sin « + etc. — 0. 


Il résulte aussi du théorème démontré au N° 41 que la condition 
nécessaire et suffisante pour l’équilibre du système de forces appliquées 
en un point, est que le centre des moyennes distances des extrémités 
de toutes les forces se confonde avec le point unique d'application. 
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Résultante de deux forces parallèles agissant dans le même sens. — Décomposition 
des forces parallèles. Résultante de deux forces parallèles agissant dans des sens 
différents. — Couples. — Résultante d'un système de forces parallèles. — Théo- 
rème sur le moment de la résultante de deux forces parallèles par rapport à un 
plan. — Moment de la résultante d'un système de forces parallèles — Détermi- 
nation analytique de la résultante d’un système de forces parallèles, — Equilibre 
de forces parallèles. 


16. Résultante de deux forces paraïlèles agissant dans le même 
sens. — Considérons deux forces P et P’ parallèles et agissant sur 
deux points À et A” (fig. 17), liés entre eux d’une manière inva- 
riable par une droite AA’ et proposons-nous de trouver leur résul- 
tante; pour cela décomposons la force P représentée par Aa en deux 
autres Q et q choisies de manière que l’une des composantes q soit 
représentée par la moitié AB de AA”. Si on fait la même décomposition 
du côté de P’, les deux forces P et P’ se trouveront remplacées par les 
quatre forces Q, Q, q et q’ qui se réduisent aux deux forces Q et ©, 
puisque les composantes q etq'se détruisent comme étant égales, directe- 
ment opposées et appliquées à deux points À et A’ liés invariablement 
entre eux. La résultante de Q et Q’ est donc aussi la résultante cherchée 
de P et P’. Prolongeons les droites Ac et A’c° jusqu’en CG et transpor- 
tons-y les points d'application des forces Q et Q/. Si par le point C on 
mène des parallèles à P et à AA’ et qu’on y applique suivant CD deux 
forces égales à P et P”’, chacune d’elles pourra se décomposer comme on 
l’a fait aux points À et À’ en deux autres Q et g”, Q’ et q”” et ces quatre 
composantes se réduisent à Q et Q parce que g” et q” se détruisent. 
On voit donc que la résultante de Q et Q’ et par conséquent celle do 
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P et P’ est une force R égale à P + P’ ‘dirigée suivant la parallèle CD. 


Pour que cette résultante soit entièrement déterminée, il reste encore : 


à fixer la position de point D; remarquons à cet effet que les triangles 
Aac et ADC ainsi que A'a’c’ et A’CD sont semblables deux à deux, 
et l’on a 

Aa:ac—CD:DA, ac: Aa — A'D : CD, 
d’où l’on tire, en égalant les deux valeurs de CD et observant que 
ac et a’c’ sont égaux à la moitié de AA’, 

AD : AD — Aa’: Aa = P':P. 

Il résulte de ce qui précède que La résultante de deux forces parallèles 
est parallèle aux composantes, est égale à leur somme et divise la 
droite qui joint les points d’application en parties réciproquement 
proportionnelles aux deux forces. 

Ce théorème peut être déduit de celui qui a été démontré sur la 
composition des forces qui concourent en un même point; il suffit 
pour cela de remarquer que si les forces P et P’ concourent sous un 
angle a, la résultante sera donnée par l'équation (N° 8) 


R? — P? + P# + 9 PP’ cos a 
qui, lorsque les forces sont parallèles ou lorsque a est nul, devient 
R—P3+P?+2PP ou R—P + P’. 


La résultante est donc égale à la somme des composantes. L’inelinaison 
x de la résultante sur la force P” est donnée par l’équation 


P sin a 





sin «4 — 


qui apprend que « est nul pour a —0, d’où l’on conclut que la 
résultante est parallèle aux composantes. Enfin comme le point D est 
situé sur la résultante, la somme des moments des forces P et P’ par 
rapport à ce point, est nulle (N° 44); on doit donc avoir 


| P. Dd + P’. Dd’ — 0 
ou plutôt, en tenant compte des signes des moments (voir N° 14), 
_ P.Dd=P’.Dd d’où P:P'— Dd' : Dd 
qui devient à cause de la similitude évidente des triangles ADd et A'Dd, 
P : P’=— AD : AD 


qui est la proportion trouvée plus haut. 
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Elle peut être mise sous la forme 

P:P’:P + P’— AD : AD : AD + AD 
ou bien 7. 
P:P':R— AD : AD : AA’ 
c’est-à-dire que dans un ‘système composé de deux forces parallèles 
agissant dans le même sens et de leur résultante, chaque force est 
proportionnelle à la partie de la droite AA’ comprise entre les deux 
autres. Il est à remarquer que cette proportion est indépendante de 
la direction commune des forces, de sorte que la position du point 
d’application D de la résultante resterait la même si les forces sans 
_ cesser d’être parallèles, tournaient autour des points À et A’. Ce point 
prend pour ce motif le nom de centre des deux forces parallèles. 

47. Décomposition des forces parallèles. Résultante de deux forces 
parallèles qui agissent dans des sens différents. — La décomposition 
d’une force donnée R en deux autres P et P’ parallèles et appliquées 
en deux points donnés A et A’ est facile au moyen de la proportion 
précédente ; car des proportions 

P:R—AD:AA et P':R— AD : AA 
on tire 
/ 
p—r AD et pr? 
| AA’ AA’ 

qui déterminent les deux composantes. Si on voulait décomposer R en 
deux forces parallèles dont l’une P füt donnée et appliquée en un 
point À et qu’on demandät le point d’application A’ de la seconde 
composante P”’, on poserait la proportion 


P : P’— A'D : AD 


d’où l’on tire, en remarquant que Ia force P” est égale à R —P, 





, P 
AD — RP AD. | 

Considérons deux forces parallèles P, P’ appliquées aux deux points 
A,B (fig. 18) et agissant en sens contraire; si P est la plus grande, 
on pourra décomposer P en deux forces parallèles p’ et R de manière 
que la première soit appliquée au point B et égale à P’. D’après ce qui 
précède, la seconde composante R sera donnée par les deux équations 
p P 


—p—p — ———. 
R P' et AD P—y P—P 
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et comme les forces P et p’ se détruisent, R sera la résultante du 
système; on voit done que la résultante de deux forces parallèles et 
agissant en sens contraire est parallèle aux composantes, agit dans le 
sens de la plus grande des deux et est égale à leur différence. Le 
point d’application de cette résultante se détermine par l’équation 
p’ 

le point est donc indépendant de la direction commune des forces P et P’, 
comme daus le cas où elles agissent dans le même sens. La valeur 
de AD donne lieu à la proportion 


P':P—P’— AD : AB 
d’où l’on tire, en observant que R est égal à P — P’, 
P':P:R— AD : BD ; AB, 


ce qui apprend que chacune des trois forces est encore proportionnelle 
à la droite qui sépare les deux autres, comme dans le cas où les forces 
P et P’ agissaient dans le même sens. 

18. Coùples. — Si les forces P et P’ étaient égales entre elles, 
il viendrait 


À 
R—0 et AD = ; 


on voit donc que la résultante est alors une force nulle appliquée à 
une distance infinie; ce résultat symbolique indique qu’un semblable 
système composé de deux forces égales, parallèles et agissant en sens 
inverse ne peut avoir une résultante, c’est-à-dire, qu’il ne peut être 
remplacé par une force unique; et en effet si l’on pouvait admettre 
l'existence d’une résultante dirigée suivant une certaine droite, 
comme on pourrait, à cause de la symétrie de la figure, trouver une 
autre droite placée de la même manière que la première, il n’y 
aurait pas de motif pour que la résultante fut plutôt dirigée suivant 
l’une de ces droites que suivant l’autre. 

Le système de deux forces parallèles, égales et agissant en sens 
inverse se nomme couple. 

49. Résultante d’un système de forces parallèles. — La détermina- 
tion de la résultante d’un nombre quelconque de forces parallèles 
P, P’, P”, P”’..... appliquées à des points liés invariablement entre 
eux, est une conséquence de ce qu’on vient de voir; en effet on peut 
trouver la résultante des deux forces P et P’, laquelle est égale à leur 
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somme ou à leur différence selon qu’elles sont dirigées dans le même 
sens ou en sens opposé; on composera ensuite cette résultante 
partielle avec la force P” et la nouvelle résultante, qui est aussi celle 
de P, P’et P”, sera encore égale à la somme ou à la différence de ses 
composantes. Après avoir étendu cette opération à toutes les forces 
du système, on connaitra de grandeur et de position la résultante 
finale. Il résulte évidemment de ce qu’on vient de voir que la résul- 
tante d’un système de forces parallèles est égale à la somme de 
toutes les forces qui agissent dans un sens moins la somme des forces 
qui agissent en sens inverse, ou plutôt en considérant ces dernières 
comme négatives, La résultante est égale à la somme algébrique des 
composantes. 

La position du point d'application O de la résultante que l’on 
détermine par des opérations successives, est indépendante de la 
direction des forces; car on n’a pas eu égard à cette direction dans 
les constructions qui y ont conduit; c’est pourquoi on lui a donné 
le nom de centre des forces parallèles. 

20. Théorème sur le moment de la résultante de deux forces 
parallèles par rapport à un plan. — La recherche du céntre d’un 
système de forces parallèles est facilitée par la considération des 
moments. On appelle moment d’une force par rapport à un plan, 
le produit de la force par la perpendiculaire abaissée de son point 
d'application sur ce plan; si donc P et P’ sont des forces parallèles 
appliquées aux points A et B (fig. 19) et Bb, Aa des perpendiculaires 
abaissées sur le plan MN, P. Au et P’. Bb sont les moments de P et P’ 
par rapport au plan MN. Il existe entre les moments de forces 
parallèles et le moment de la résultante une relation très simple; 
soit R la résultante de P et P’; si on multiplie les deux membres 
de l’équation 

R—P + P’ 
par Aa, il vient 
R. Aa — P. Aa + P’. Aa: 


mais on à la proportion 
R : P’— AB: AC— Bb’: Cc’ d’où R. Ce’ — P’. Bb’; 
en ajoutant cette équation à la précédente membre à membre, il vient 
| R. Cc— P. Aa + P’. Bb 


ce qui apprend que le moment de la résultante par rapport au plan 
MN est égal à la somme des moments des composantes. 
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Si les deux composantes agissaient en sens inverse, on ferait usage 
de l'équation R — P — P’ et on trouverait que le moment de la 
résultante est égal à la différence des moments des composantes. 

Si le plan MN passait entre les points À et B, de manière que 
les perpendiculaires Bb et Aa fussent placées des deux eôtés du 
plan MN, en suivant la même marche que plus haut, on trou- 
verait pour le cas où les composantes sont dirigées dans le même 
sens, que le moment de la résultante est égal à la différence des 
moments des composantes et enfin, le plan conservant la même 
position , si les forces P et P’ agissaient en sens inverse, le moment 
de la résultante serait égal à la somme des moments des composantes. 

On peut résumer en une règle générale la loi que suit le change- 
ment de signes des moments; car si on considère les forces P, P’ 
comme appliquées aux extrémités des droites Aa et Bb fixées perpen- 
diculairement au plan MN ,'il est visible que dans les différentes 
équations qui précèdent, les moments positifs correspondront aux cas 
où ces forces tendent à renverser le plan MN de gauche à droite et les 
moments négatifs aux cas où les forces tendent à le renverser du côté 
opposé. On pourrait donc énoncer le théorème des moments de cette 
manière : le moment de la résultante de deux forces parallèles par 
rapport à un plan est égal à la somme des moments des compo- 
santes, en regardant comme positifs les moments des forces qui 
tendent à renverser le plan du côté de lu résultante, et comme 
négatifs ceux qui tendent à le renverser du côté opposé. 

Les différents cas peuvent encore être renfermés dans une même 
équation comme il suit : représentons par x, x',r les perpendicu- 
laires abaissées des points À, B et C sur le plan MN; l'équation des 
moments deviendra 

Rr = Px + P'x 


et si l’on considère x, x’, r comme des cdordonnées ordinaires, e’est-à- 
dire, comme changeant de signe lorsque le point passe d’un côté à 
l’autre du plan MN, et si l’on prend P et P’ positifs ou négatifs selon 
qu’elles agissent dans un sens ou dans l’autre, il est facile de s'assurer 
que les seuls changements de signe des forces et des coordonnées 
suffiront pour rendre l'équation des moments applicable à tous les 
cas possibles. | 

21. Moment de la résultante d’un système de forces parallèles. — 
Le théorème des moments démontré pour deux forces peut étre 
étendu à un nombre quelconque de forces; en effet, P, P’, P”, P”... 
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’ 


étant les forces parallèles, xyz, x'y'z', «"y"2"...... les coordonnées de 
leurs points d'application, si on désigne par R’ la résultante de P, P’, 
par R” la résultante de R’, P” ou de P, P’, P”, par R”’ la résultante 


de R”, P’”’ ou de P, P’, P”, P’’etc., et enfin par R la résultante de 


toutes les forces et par abc, a'b’c’, a’ bc”... les coordonnées des 
points d'application de R, R’, R”....… , On aura cette suite d’égalités, 
| R'—P + P’, 


R'a = Pr + P'x', Rb'—Py +Py, R'e—Pz + P'z,. 
R'=R'+P/—P+P+P”", R'a"—= Ra +P’x"= Pr +P'x+P'x", 
R"b" = ete. R"c” = etc. 
R'"—R"'+P/—1Pp+pP+ P"+ p, 
R’"a"=—R'a"+P"x"=Pr+P'x+P'x"+P'x", R”b'E ete. Re”— etc. 


et enfin . 
R—P + P°' + P” + etc. 


Ra = Px + P'x + etc. 
Rb — Py + P'y + etc. 
Rce—= Pz + P'z + etc. 


C'est-à-dire que la résultante est égale. à la somme algébrique des 
composantes et que le moment de la résultante par rapport à l’un des 
trois plans coordonnés est égal à la somme des moments des compo- 
santies. 

22. Détermination analytique de la résultante d’un système de 
forces parallèles. — Ces équations fournissent un moyen de déter- 
miner immédiatement le point d'application de la résultante, ou le 
centre des forces parallèles ; car on en tire 


__ Px + Px + ete. 
| P+P'+ete.. 
Py + Py + etc. 
7 P+P'+etc. 
Pz + P'7 + etc. 
— P+rP+rec 
Ces valeurs sont remarquables en ce qu’elles ne dépendent que de 
la grandeur des forces composantes et de leurs points d'application et 
nullement de la direction commune de ces forces, de sorte que si, sans 


changer les intensités et les points d'application, on faisait varier 
4 
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leur direction commune, la position du point d'application de la nou- 
velle résultante resterait la même, ainsi qu’on l’a déjà reconnu (N° 19). 

Si toutes les forces avaient leurs points d’application placés dans un 
même plan, ‘en prenant celui-ci pour plan des XY, tous les z seraient 
nuls et par conséquent c, ce qui apprend que le centre des forces 
parallèles serait lui-même renfermé dans ce plan et les deux premières 
équations suffiraient pour déterminer la position du centre. 

Si toutes les forces parallèles étaient appliquées à une même droite, 
une seule équation suffirait pour déterminer le point d'application de 
la résultante, car en prenant cette droite pour axe des X, les y et 
les z seraient nuls et par conséquent b et c; il suffirait donc de poser 


Px + P'x’ + etc. 
7 P+P’+ete. 


23, Equilibre de forces parallèles. — Proposons-nous de trouver 
les conditions d’équilibre d’un système de forces P, P', P”.... parallèles 
et appliquées aux points xyz, d'yr', x'y'z"....…. liés invariablement 
entre eux. Si l’on détermine la résultante R’ de toutes les forces qui 
agissent dans un sens et la résultante R” de toutes celles qui agissent 
en sens contraire, il est visible qu’il faut pour l’équilibre que ces deux 
résultantes partielles soient égales et directement opposées. La 
première condition exige que la somme des forces qui agissent dans 
un sens soit égale à la somme des forces qui agissent du côté opposé, 
ou plutôt que la somme totale soit nulle, en prenant négativement 
les forces qui agissent en sens inverse des forces positives ; c’est-à-dire 
qu’on doit avoir | 


P + P' + P” + etc. — 0. 


Pour exprimer la seconde condition, supposons les plans des XZ et 
des YZ parallèles à la direction commune des forces; en représentant 
par (a'b'c’) les coordonnées du point d'application de la résultante 
partielle R’ et par (a”b”c”) celles de la résultante partielle R”, on sait 
que l’on a 


a'— Px + etc. br — Py + etc. 
TT OR , — R' 2 
on P'x’ + etc. bp P'y + etc. 
R’ R” ? 


et pour que les deux forces R’ et R” soient directement opposées, il 
faut et il suffit que les deux points d'application soient renfermés dans 
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une même droite parallèle à l’axe des Z, ce qui exige que a’ et L’ soient 
égaux à a” et L”, c’est-à-dire qu’on doit avoir 


Px +etc. _ Px'+ete  Py+etc.  P'y +ete. 
R’ TT R” 2 R’ — R’ 
et en observant que R’ et R” sont égaux et de signe contraire, ces 
deux équations reviennent à 


Px + P'x + ete. — 0, Py + P'y + ete. — 0. 


On voit que pour l'équilibre de forces parallèles, il faut que la 
somme algébrique de toutes les forces soit nulle ainsi que la somme 
algébrique des moments par rapport aux plans des XZ et des YZ 
menés parallèlement à la direction des forces. 

Comme ces dernières équations n’ont servi qu’à exprimer que les 
points d'application des deux résultantes partielles sont renfermés 
dans une méme droite parallèle aux forces, il est visible que les 
plans des XZ et des ŸZ ne doivent pas être perpendiculaires entre 
eux et qu’il suffit que la somme des moments des forces soit nulle 
par rapport à deux plans quelconques parallèles à la direction com- 
mune des forces, pourvu que ces plans ne soient pas parallèles 
entre eux. 

Si cette dernière condition n'était pas satisfaite, les deux résul- 
tantes partielles R’ et R” ne seraient pas directement opposées et le 
système se réduirait à un couple. 
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Moment d’un couple. — Transformation des couples. — Composition et décompo- 
sition des couples renfermés dans des plans parallèles. — Composition et décom- 
position des couples renfermés dans des plans quelconques. — Théorème 
général sur la composition des couples. Tétraëdre des couples. — Composition 
et décomposition des couples dans l’espace. — Couple résultant. Condition 
d'équilibre d’un système de couples. — Théorèmes sur la composition d’un 
couple et d’une force. 


24, Moment d'un couple. — Comme les couples doivent jouer un 
‘rôle important dans le reste de la statique, nous examinerons les 
différentes transformations qu’on peut leur faire subir, afin d’en 
déduire les lois de leur composition et les conditions de leur équilibre. 

Nous avons appelé couple le système de deux forces parallèles 
(P, —P) égales et agissant en sens inverse; la perpendiculaire com- 
mune aux deux forces ou leur plus courte distance forme son bras 
et le produit de ce bras par l’une des forces se nomme le moment 
du couple. Si, sans changer le bras, on applique les deux forces en 
sens inverse, le moment restera le même, mais les deux couples 
seront essentiellement différents, puisque l’un tend visiblement à 
faire tourner dans un sens le système auquel il est appliqué, tandis 
que l’autre tend à le faire tourner en sens inverse. Il importé 
donc de distinguer le sens dans lequel agit un couple. 

25. Transformation des couples. — Un couple dont les deux forces 
sont représentées par deux côtés opposés d’un parallélogramme, 
peut être remplacé par un autre couple dont les forces sont repré- 
sentées par les deux autres côtés opposés du même parallélogramme, 








STATIQUE. 29 


pourvu que ce dernier couple tende à agir dans le même sens que 
le premier; en effet BA et DC (fig. 20) représentant les deux forces 
égales — P et P, on peut appliquer suivant AD et BC deux forces 
Qet—Q,qet—q égales deux à deux et directement opposées, 
représentées les unes par AD et les autres par BC et si on déter- 
mine les résultantes R’ et R” de — P et — Q d’une part, et de 
P et q d’une autre part, en construisant les parallélogrammes Aaa”a 
et Ccc”c évidemment égaux à ABCD, il est visible que le couple (P, —P) 
sera remplacé par les quatre forces R’ et R”, Q et —q et comme les 
deux premières sont visiblement égales et directement opposées, on 
pourra les supprimer et le couple (P, —P) sera remplacé par le 
couple (Q, — q) ce qui vérifie la proposition énoncée. 

Il résulte de cette transformation qu’un couple peut être remplacé 
par un autre couple quelconque renfermé dans le même plan, pourvu 
que les deux moments soient égaux et qu'ils agissent tous deux dans 
le même sens; car si (P, —P) est le couple donné et qu’on prolonge 
les directions des forces jusqu’à la rencontre de deux droites parallèles 
quelconques ab et cd (fig. 21), on formera un parallélogramme abdec 
dans lequel les côtés ca et bd peuvent représenter les forces P et —P; 
le couple peut donc être remplacé par un couple formé de ab et dc 


que nous désignerons par (Q, —Q) ayant CD pour bras et comme on 
a visiblement 


ac. AB — ab. CD ou P.AB—Q. CD, 


le nouveau couple situé d’une manière quelconque dans le plan du 
premier, est seulement assujetii à avoir le même moment. 

Puisque les couples renfermés dans le même plan qui ont le même 
moment et qui agissent dans le même sens sont équivalents, on con- 
clut de là qu’un couple est déterminé par son moment, par son plan 
et par le sens de son action. 

Un couple peut aussi être remplacé dans son plan par trois forces 
représentées par les trois côtés d’un triangle quelconque dont l’aire 
est la moitié du moment du couple, pourvu que ces trois forces ten- 
dent à faire tourner le triangle dans le même sens que le couple; en 
effet si ABC (fig. 22) est ce triangle et P, P', P” les trois forces, en 
prenant BE égal à AB ou P et construisant le parallélogramme BCFE, 
on remplacera les trois forces P, P’, P” par les deux forces P” ou CA 
et BF qui forment un couple dont le moment est CA. BD équivalent 
au double de l'aire du triangle. 
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Cette proposition n’est qu’un cas particulier d’un théorème beau- 
coup plus général qu’on peut énoncer de cette manière : un système de 
forces représentées par les côtés d’un polygone plan et tendant toutes 
à faire tourner celui-ci dans le même sens, est équivalent à un couple 
ayant un moment égal au double de l’aire du polygone. On le dé- 
montre en décomposant le polygone en triangles. 

Il suit de là qu’un couple peut être transporté partout où l’on veut 
dans un plan parallèle et invariablement attaché au sien; car si on le 
transforme d’abord en un système triangulaire P, P', P” ou ABC 
(fig. 23), que l’on construise sur ce triangle un prisme triangulaire 
quelconque ABC A’B'C' et que dans la direction de chaque arête 
latérale on applique les forces égales et opposées deux à deux 
(Q et — Q, Q'et — Q', Q”’ et — Q”) représentées par la longueur de 
ces arêtes, les forces Q” et — Q formeront un couple représenté par 
les côtés CC’ et A’A du parallélogramme AC’; ce couple peut par 
conséquent étre remplacé par un autre couple dont les deux forces 
seront représentées d’une part par AC qui détruit P” et par C'A’ ou p”. 
De même le couple (Q', — Q”) peut étre remplacé par deux forces 
CB et B'C’, la première égale et opposée à P’ et la seconde représentée 
par B'C ou p'. En faisant la même transformation sur le couple 
(Q, — Q”) on trouve que les forces dirigées suivant les arêtes parallèles 
disparaissent et que les forces triangulaires P, P’, P” Templacées par 
les forces p, p', p” formant un triangle A’B'C' égal au premier et que 
par conséquent le couple auquel on a substitué le système ABC peut 
être remplacé par un couple de même moment et renfermé dans la 
base supérieure du prisme, c’est-à-dire, dans un plan parallèle 
quelconque. 

26. Composition et décomposition des couples renfermés dans des 
plans parallèles. — Ce qui précède conduit immédiatement aux lois 
de la composition et de la décomposition des coupJes renfermés dans 
un même plan ou dans des plans parallèles. Supposons qu’ils agissent 
tous dans le même sens, et représentons par M, M', M” etc., leurs 
moments. On pourra les transporter dans un même plan et faire en 
sorte qu’ils aient tous un bras égal à p; alors les forces de ces couples, 

M M” . 
seront —, —,— ..... et si on dispose les nouveaux couples de manière 


P 
à ce qu'ils ayent un bras commun p, il est visible que ces différentes 
forces devront s’ajouter et formeront un couple résultant ayant pour 
M M M” 
bras p et pour forces D? p + consonnes ; le moment du couple 
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résultant sera donc égal à M + M’ + M” + ete. Si quelques-uns des 
M M” 
couples composants agissaient en sens inverse, les forces —, —,— .... 
P 


P 


n’agiraient pas toutes dans le même sens à l’extrémité du levier p 
et il faudrait retrancher celles qui agiraient en sens inverse et 
par conséquent dans l’expression du couple résultant, les moments 
de ceux-ci seront négatifs, c’est-à-dire que le moment du couple 
résultant est égal à la somme des momeuts des couples qui agissent 
dans un sens, diminuée de la somme des moments de ceux qui 
agissent en sens inverse, En considérant les premiers comme 
positifs et les derniers comme négatifs, on pourra énoncer cette 
proposition de cette manière : le couple résultant d’un système de 
couples renfermés dans un même plan ou dans des plans parallèles, 
est paralléle aux couples composants et a pour moment la somme 
algébrique de leurs moments. 

27. Composition et décomposition des couples renfermés dans des 
plans quelconques. — Considérons maintenant deux couples renfer- 
més dans deux plans non parallèles; on peut transporter ces couples 
dans leurs plans respectifs de manière à leur donner un bras com- 
mun AB (fig. 24) placé dans l'intersection de leurs plans AF et AC. 
Ces couples se composent des forces P et—P, P' et — P” représentées 
par les droites Aa et Ba’, Ab et Bb’ perpendiculaires aux extrémités 
À et B de l’arète d’intersection AB. Or, si on détermine la résultante 
Ac ou R’ des deux forces Aa et Ab et qu'on fasse de même pour les 
forces Ba’ et Bb’, les deux résultantes partielles Ac et Bc' ou R’et R” 
seront évidemment égales et parallèles, et par conséquent formeront 
un couple qui sera le couple résultant des deux couples donnés. 

La valeur du moment du couple résultant s'obtient en remarquant 
que si on désigne par « l’angle DAE des deux plans, par L et L’ les 
moments des deux couples composants et par p le bras commun 


’ 


L 
AB, les valeurs des deux forces Aa et Ab seront me: le parallé- 


logramme Aacb donne donc 
V” + L? + 2 LL’ cos « 
RAA / 2 TL PS 
* p° 


et le moment M du couple (R', R”) représenté par R’.p sera 


M—= y LE? + L'? +9 LL'cos «. 
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La position du plan qui contient ce couple résultant, peut être 
fixée au moyen de l’angle cAa qu’il forme avec le plan AC du 
couple L et la valeur de cet angle s’obtient en remarquant que 
dans le triangle aAc on a 


ac : Ac — sin aÂc : sin Aac, 


d’où l’on tire, attendu que les angles Aac et aAb ont le même sinus, 


L’ 
sin ac — À sin « LS, 
M V/L? + L? + 2LL' cos a 


P 
Il résulte de la proportion précédente qu’il existe entre les trois couples 
placés autour du bras commun AB et dont l’un est le couple résultant 
des deux autres, cette relation que le moment de chacun d’eux est 
proportionnel au sinus de l’angle formé par le plan des deux autres. Cette 
proportion analogue à celle que l’on a trouvée pour les simples forces, 
sert à décomposer un couple donné en deux autres renfermés dans 
deux plans donnés AC et AF, pourvu que l’intersection de ceux-ci soit 
parallèle au plan du couple donné; car on peut par l’intersection AB faire 
passer un plan parallèle au couple , que l’on y transportera de manière 
à lui donner la position (R’, R”) et en désignant comme plus haut, par x 
l'angle DAE des deux plans et par 6 l’angle DAR’ formé par le plan 
du couple donné avec le plan AC, la proportion que l’on vient d’indi- 
quer entre les moments des trois couples et les sinus des angles que 
forment leurs plans, conduit aux valeurs suivantes des deux couples 
composants (P, —P), (P', —P'), 
CP), pins. 
sin « sin « 

Si l'angle DAE que forment les deux plans est droit, les moments 
des couples composants (P, — P) et (P', — P’) deviennent 


McosB et Msin£. 


Dans les formules précédentes nous avons désigné par « l’angle 
formé par les plans de deux couples; mais rien n'indique que « est 
l'angle aigu ou son complément, et ce n’est qu'après avoir disposé 
les couples comme on l’a fait dans la figure 24, que toute incertitude 
cesse d'exister. On peut sans construire la figure, fixer la nature de 
l’angle « en remarquant que l’inclinaison de deux plans ayant pour 
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mesure l’angle formé par deux perpendiculaires élevées sur ces plans, 
il suffit d'élever ces perpendiculaires sur le plan de chaque couple, 
en choisissant la face , de manière que ces deux couples paraissent 
tendre à produire autour d’elles un mouvement de rotation dans un 
même sens quand on place l’œil en un point de cette pcrpendicu- 
laire. On reconnait sans peine qu’alors l’angle formé par ces deux 
perpendiculaires prolongées indéfiniment, que l’on nomme axe des 
couples, n’est autre que l'angle « qu’il convient d’introduire dans nos 
formules. 

Ce qui précède permet de déterminer géométriquement le couple 
résultant d’un système de couples L, L’, L”, L’”, etc, renfermés dans 
des plans quelconques; à cet effet on composera d’abord les couples L 
et L’ comme on l’a vu au commencement de ce numéro ; puis on com- 
posera le couple résultant avec L’” et ainsi de suite jusqu’à ce qu’on 
soit arrivé à un couple nnique. 

28. Théorème général sur la composition des couples. Tétraèdre 
des couples. — On peut déterminer la grandeur et la position du 
couple résultant sans passer par toutes ces opérations successives, en 
se fondant sur le théorème suivant : le couple résuliant de trois 
couples dont les moments sont représentés par les aires de trois faces 
d’un tétraèdre est représenté par l’aire de la quatrième face du même 
tétraèdre, pourvu que les axes des couples composants soient dirigés 
tous trois vers l’intérieur ou tous trois vers l’extérieur du tétraèdre, 
celui du couple résultant devant être dirigé vers l’extérieur dans le 
premier cas et vers l’intérieur dans le second. 

En effet on a vu (N° 25) que trois forces P, P”’, P" représentées par 
les trois côtés du triangle ABC (fig. 25) tiennent licu d’un couple dont 
le moment est double de l’aire de ce triangle. Or si au couple trian- 
gulaire ABC on ajoute des forces égales et opposées deux à deux 
Qet—Q, Qet —Q, Q”et — Q” représentées par les arêtes BD, CD, 
AD d’une pyramide triangulaire ABCD ayant ABC pour base, il est 
visible que toutes les forces de la figure, y compris celles de la base, 
pourront se décomposer en trois groupes Q’, P, —Q d’une part, 
Q, P', —Q”, d'autre part, et enfin Q”, P”, —Q’ représentés chacun 
par les trois côtés des triangles qui forment les trois faces latérales du 
tétraëdre, ce qui vérifie la proposition. Il est à remarquer qu’un œil 
placé dans l’intérieur du tétraèdre verrait le couple triangulaire de la 
base tourner de droite à gauche, tandis que les couples latéraux sem- 
bleraient tourner de gauche à droite ainsi que le porte l’énoncé. 


a) 
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29. Composition et décomposition des couples dans l’espace. — 
Ce théorème qui est pour les couples ce qu’est pour les forces le théo- 
rème du parallélipipède des forces, permet de déterminer le couple 
résultant de trois couples donnés, renfermés dans trois plans donnés; 
car ceux-ci en se coupant formeront huit angles trièdres parmi lesquels 
on choisira celui pour lequel les trois axes des couples sont dirigés 
tous trois vers l’intérieur ou vers l’extérieur, et il suffira de déter- 
miner les longueurs des trois arêtes de manière que les aires des trois 
triangles qu’ils forment soient égales à la moitié des moments L, M 
et N des couples. Or, si on désigne par /, m, n les angles formés par 
ces arêtes prises. deux à deux et par x, y, z leurs longueurs inconnues, 
on aura pour conditions, attendu que l'aire d’un triangle se mesure 
par la moitié du produit de deux côtés par le sinus de l’angle compris, 


ay sinn=N, xzsinm—M, yzsin{=L, 


qui suffisent pour déterminer les valeurs de x, y, z. Le triangle formé 
par les extrémités des trois arêtes fera connaître le couple résultant. 

Lorsque les trois plans des couples composants forment un système 
de plans rectangulaires AOC, AOB et COB (fig. 26), il existe entre le 
moment du couple résultant représenté par le triangle ACB et les 
moments des trois couples composants représentés par les aires des 
triangles AOC, BOC et AOB, une relation très simple; chacun de ces 
derniers£forme la projection orthogonale de l’aire ABC sur chaeun 
des trois plans, de sorte que si on désigne par W le moment du couple 
résultant ou l’aire du triangle ABC et par «, B et y les angles formés 
par le plan ABC avec chacun des trois plans rectangulaires ou ce qui 
revient au même, les angles formés par l’axe du couple résultant avec 
les axes des couples composants, qui se confondent avec les axes des 
X, des YŸ et des Z, les moments de ceux-ci seront donnés respective- 
ment par (*) W cos «, W cos 8 et W cos y. 

11 suit de là qu’un couple situé dans l’espace peut être remplacé 
par trois couples renfermés dans trois plans rectangulaires, car on 
peut toujours mener un plan parallèle à celui du couple de manière 





(*) La proposition dont on fait usage ici se démontre en remarquant que si CD 
est la hauteur du triangle ABC, OD sera aussi la hauteur du triangle AOB et l'aire 
de celui-ci sera représentée par : AB. OD ou AB. CD. cos CDO, c’est-à-dire, 


W cos y 
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à former un triangle ABC équivalent à la moitié de son moment W, 
et remplacer par conséquent le couple par un système triangulaire 
ABC, lequel à son tour est décomposable en trois couples W cos «, 
W cos B, W cos 7. 
On voit aussi qu’en désignant ces couples composants par L, M 
ct N, on aura 
L 


L?+ M'+ N°, cos a —— 


cos 6 — cos À 
wW° y 1? 


à cause de la relation 


cos x + cos 28 + cos y = 1. 


Ces équations serviront à déterminer le couple résultant W et son 
inclinaison sur les trois plans rectangulaires, lorsque les trois cou- 
ples composants L, M, N seront donnés. Il est à remarquer que les 
couples composants L, M et N ont les signes de cos «, cos B, cos y 
et tendent en effet à faire tourner dans un sens ou dans l’autre, suivant 
que ces angles sont aigus ou obtus. 

30. Couple résultant. — Ce qui précède permet de trouver la 
valeur et la position du couple résultant d’un système de ceuples 
donné; car si l’on mène trois plans coordonnés rectangulaires et qu’on 
rapporte les positions des couples à ces plans, on pourra décomposer 
chaque couple en trois autres renfermés dans les trois plans caordon- 
nés, et les réduire tous à trois couples L, M, N, renfermés dans ces 
plans. En désignant par Pp, P'p',..…… les moments des couples donnés 
et par (x, B, 7), (x, B', 7)... leurs inclinaisons sur les plans coor- 
donnés, on aura | 


L = Pp cos « + P'p' cos «’ + etc. 
M = Pp cos 8 + P'p' cos g' + etc. 
N — Pp cos y + P'p’ cos y + etc. 
et si Rr est le couple résultant et }, p, v, les angles qui y correspon- 
dent, il viendra | 
Rr=pL? + M? + N° 


12 0 M co _\ 


31. Conditions d'équilibre d’un système de couples. — Les condi- 
tions d'équilibre d’un système de couples sont faciles à déduire de ce 
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qui précède; en effet, il est évident qu’il faut, pour l'équilibre de 
deux couples, qu’ils soient renfermés dans un même plan, qu’ils aient 
le même moment et qu’ils soient de signes contraires, puisqu'on peut 
alors, en leur donnant le même bras de levier, les disposer de maniere 
que les forces se détruisent deux à deux. D'où il suit que pour qu’il 
y ait équilibre dans un système de couples quelconque, il faut que 
l'un des couples soit égal et directement contraire au couple résultant 
de tous les autres et par conséquent, que les trois projections d’un 
couple quelconque sur trois plans rectangulaires soient égales et con- 
traires aux trois projeetions de ce couple résultant ; ou plutôt, il faut 
que la somme algébrique des projections de ces deux couples soit 
nulle dans chaque plan coordonné ; il est donc nécessaire pour l’équi- 
libre que la somme algébrique des projections de tous les couples de 
l’espace sur trois plans rectangulaires, soit nulle, c’est-à-dire, qu’on 
doit avoir 


l'ont 


Pp cos « + P'p’ cos « + ete. — 0 


Pp cos 6 + P’p’ cos B’ + etc. — 0 
Pp cos y + P'p’ cos y + ete. — 0 
ou bien 
L—0, M—0, N—0. 


Ce résultat est d’ailleurs confirmé par la remarque que, pour l’équi- 
libre, il faut que le couple résultant Rr soit nul, ce qui conduit à 
l’équation 

L? + Mi + N?—0 


laquelle se décompose dans les trois qui précèdent. 

52. Théorèmes sur la composition d’un couple et d’une force. — 
La combinaison d’un couple avec une force donne lieu à plusieurs 
théorèmes qui seront utiles par la suite. Un couple et une force P 
renfermés dans un même plan ou dans des plans parallèles, peuvent 
toujours être remplacés par une force unique égale et parallèle à P 
(fig. 27); car on peut toujours transformer le couple donné en un autre 
dont les forces P’ et P” soient égales à P et placer celui-ci de manière 
que l’une P’ des deux forces détruise P. Dans cette position, l’autre 
force P” du couple sera la résultante du système qui est visiblement 
égal et parallèle à P. 

Réciproquement une force P” appliquée en B peut toujours être 
remplacée par une force égale ct parallèle P, appliquée en un point 
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quelconque À lié au premier, et par un couple égal au produit de P 
par la distance de P” à P; car en appliquant en A deux forces P ct P’ 
opposées entre elles, parallèles et égales à P”, le système pourra être 
considéré comme composé d’une force unique P égale et parallèle à 
P’’ et d’un couple (P', P”). 

Un couple (P, — P) et une force Q non renfermés dans des plans 
parallèles, peuvent être remplacés d’une infinité de manières par 
deux forces non renfermées dans un même plan; car le couple peut 
être transporté parallèlement à lui-même, de manière que l’une —P 
de ses forces vienne rencontrer la force Q et la résultante R des 
deux forces — P et Q formera avec P le système des deux forces 
indiqué. On pourrait même assujettir l’une des deux forecs à passer 
par un point donné ; il suffirait pour cela de transporter le couple 
dans un plau parallèle passant par ce point et d’y disposer le couple 
de manière que l’une des forces passât par le point donné et que 
l’autre vint couper la force donnée. Ces systèmes en nombre infini 
de deux forces R et P qu’on peut substituer au couple (P, — P) et 
à Q, jouissent d’une propriété curieuse que nous démontrerons au 
N° 57. 

Réciproquement deux forces P et Q non renfermées dans un même 
plan peuvent être remplacées d’une infinité de manières par un couple 
et une force non renfermée dans le plan de celui-ci; en effet, l’une 
des deux forces Q peut être décomposée en deux autres, dont l’une 
soit égale et parallèle à P et forme avec celle-ci un couple. La seconde 
composante, jointe à ce couple, remplacera donc les deux forces don- 
nées. On vient de voir que ce dernier système peut être remplacé 
d’une infinité de manières par deux forces non renfermées dans un 
même plan et que l’une des deux peut être assujettie à passer par un 
point donné. Il suit de là qu’un système de deux forces peut être 
remplacé d’une infinité de manières par d’autres systèmes équivalents 
de deux forces et que l’une des deux peut être assujettie à passer par 
un point donné. 

Un système de deux forces P et P’ non renfermées dans un même 
plan ne peut avoir une résultante; en effet, si R était cette résul- 
tante (fig. 28), en introduisant dans le système un axe fixe AB, l'effet 
de cette résultante devrait être le même que celui des deux compo- 
santes; or cela n’est pas possible, car si on mène cet axe AB de 
manière qu'il rencontre P et P’ sans rencontrer R, ce qui est toujours 
possible quand les trois forces ne sont pas dans un même plan, la 
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force R ne sera pas détruite par la résistance de l’axe et produira un 
certain effet, tandis que les composantes P et P° sont détruites. 

Les forces quelconques P et P’ ne peuvent pas non plus être en 
équilibre, à moins qu’elles ne soient toutes deux nulles; car l’une 
des deux devrait être égale et opposée à l’autre. 

Il suit de là qu’un système composé d’une force et d’un couple non 
renfermés dans des plans parallèles ne saurait avoir une résultante 
unique, puisqu'il peut être remplacé par deux forces non situées 
dans le même plan et que ces dernières ne sont en équilibre que si 
elles sont toutes deux nulles, ce qui exige que la force unique et le 
couple soient nuls séparément pour que l’équilibre soit possible. 

Enfin il résulte de ce qui précède que trois forces non renfermées 
deux à deux dans un même plan ne sauraient être en équilibre, à moins 
d'être toutes trois nulles; car l’une d’elles devrait être égale et opposée 
à la résultante des deux autres (N° 4.4°), résultante qui n'existe pas 
puisque ces dernières ne sont pas dans un même plan. 
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Composition des forces dans l’espace. Réduction à une force unique et à un couple. 
— Représentation géométrique de cette force unique. — Inclinaison de la force 
unique sur le couple. Couple principal. Force unique principale. — Condition 
pour qu'il y ait une résultante. Théorème sur le moment de cette résultante. — 
Autre théorème sur les moments. Axe du plus grand moment passant par un 
point. Axe du plus petit moment absolu. — Propriété d'un système composé 
d’une force unique et d’un couple ou de deux forces non renfermées dans un 
même plan. — Composition des forces renfermées dans un même plan. — Con- 
ditions d'équilibre d’un système de forces. 


33. Composition des forces dans l’espace. Réduction à une force 
unique et à un couple. — Considérons un système de forces appli- 
quées à différents points liés invariablement entre eux; il résulte de 
ce qu'on a vu à la fin du N° 52, que l’on peut transporter toutes les 
forces en un même point, en introduisant autant de couples qu’il y 
a de forces; or toutes les forces appliquées en un même point, ont 
une résultante unique et tous les couples sont aussi susceptibles d’un 
couple résultant; d’où il suit, 4° qu’un système de forces peut en 
général être remplacé par une force unique et par un couple; 2 que 
pour qu’un système soit en équilibre, il faut que cette force unique 
et ce couple soient nuls séparément (fin du N° 52); 5° que le système 
ne sera pas susceptible en général d’avoir une résultante unique, à 
moins que le couple et la force unique ne soient renfermés dans des 
plans parallèles ; 4° qu’un système de forces est réductible d’une infinité 
de manières à deux forces qui en général ne se rencontrent pas (N° 52). 

Pour trouver l'expression analytique de la force unique et du couple, 
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rapportons les forces du système à trois axes rectangulaires. Soit M 
(fig. 29) le point d'application de la force P, x, y, z les coordonnées 
de ce point, et «, B, y les angles que fait la force P avec les trois axes ; 
les trois composantes p, p’, p” de P sont P cos «, P cosB, P cosy; 
mais la force p peut être transportée parallèlement à elle-même au 
point B, moyennant un couple représenté par p X MB ou zP cos « 
renfermé dans un plan parallèle au plan des XZ (commencement du 
N° 32) et par conséquent dans le plan même des XZ. Cette même 
force p appliquée au point B peut ensuite être transportée parallèle- 
ment à elle-même dans l’axe des X ou au point A, en introduisant 
un couple exprimé par pBE ou yP cos « et renfermé dans le plan 
des XY. Si l’on transporte de la même manière les forces p’ et p” à 
l'origine A, on obtiendra dans chaque plan coordonné deux couples 
représentés par xPcosB et yPcosa pour XY, æPcosy et zP cos « 
pour XZ et yPcos y, zP cos GB pour YZ. En réunissant ceux qui sont 
renfermés dans le même plan, et prenant positivement celui qui tend 
à faire tourner la figure autour de l’axe des X dans le sens YZ, autour 
de l’axe des Y dans le sens ZX, autour de l’axe des Z dans le sens XY, 
c’est-à-dire ceux qui ont pour axes, les axes positifs des X, Y, Z, et 
négativement ceux qui agissent en sens inverse, tous les couples se 
réduiront à trois, dont les moments seront xP cos B -— yP cos «, 
zP cos à — xP cos y, yP cos y — zP cos £. 

Tels sont les moments des trois couples qu’il faut introduire dans les 
trois plans coordonnés, lorsqu'on transporte la force P ou ses trois 
composantes p, p’, p” du point M au point À parallèlement à elle- 
même. 

Observons que, d’après ce qu’on a vu au N° 15, le moment de la 
force P par rapport à l’axe des Z est égal à la somme des moments de 
p, pet p”, somme qui est visiblement xP cos 8 — yP cos «. On recon- 
naît de la même manière que les moments de P par rapport aux deux 
autres axes sont zPcosæ—xPcosy et yPcosy—zPcosf; d’où il 
suit qu’une force appliquée en un point quelconque de l’espace peut 
être remplacée par trois forces dirigées suivant les axes et trois 
couples renfermés dans les trois plans coordonnés, les forces étant 
égales aux projections de la force de l'espace sur les axes ; et les mo- 
ments des couples élant égaux aux moments de la force de l’espace 
par rapport aux trois axes. 

Il suit de là que si par un point quelconque considéré comme lié 
au reste du système, on mène trois axes rectangulaires, on pourra 
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transporter toutes les forces parallèlement à elles-mêmes en ce point 
et si l’on représente par xyz, x'y’z', etc. les coordonnées des points 
d'application des forces P, P’...…. et par «87, « By... les angles que 
celles-ci forment avec les axes, toutes les forces de l’espace seront 
remplacées par trois forces X, Y, Z renfermées dans les trois axes et 
données par les équations 


X = P cos « + P'cos x + ete., Y — P cos B + P’cos B’ + etc., 
Z — P cos y + P'cos y + etc. 


et par trois couples L, M et N renfermés dans les trois plans coordon- 
nés et donnés par 
N — xP cos 6 — yP cos « + x’P” cos B” — y'P’ cos «’ + etc. 
L = yP cos y — zP cos 6 + y'P’ cos y — z'P’ cos B’ + etc. 
M = 2P cos x — xP cos y + z'P'cos «’ — x’P’cos y + etc. 
Or les trois forces X, Y, Z peuvent être remplacées par une résul- 


tante R égale à V4 X? + Y? + Z* faisant avec les trois axes des angles 
a, b et c déterminés par 


Y 
R: CSC; 


d’un autre côté, les trois couples sont épuivalents à un couple unique 


W=yL + M'+N 


et formant avec les plans coordonnés des angles L, m et n donnés par 


X 
COSa— LE) cos b — 


l L M N_ 

COS, COSME= RE, CONS; 

toutes les forces seront donc remplacées par cette force unique R et ce 
couple W. 

D’après ce qu’on vient de voir, L, M et N représentent évidemment 
les sommes des moments des forces par rapport aux trois axes. 

On peut conclure des résultats précédents que la force unique à la- 
quelle est réductible un système de forces quelconques en nombre n, est 
égale à n fois la droite menée du centre des moyennes distances des 
points d'application des forces au centre des moyennes distances de 
leurs extrémités et lui est parallèle. Cette proposition se démontre en 
suivant une marche analogue à celle qui a été indiquée à la fin du 
N° 11. 
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34. Inclinaison de la force unique sur le couple. Couple principal. 
— En représentant par à l’angle formé par le plan du couple W avee 
la force R et en observant que cet angle est complément de celui que 
forme la force avec une normale au plan, on trouve 


sin d — cos a cos L + cos b cos m + cos c cos n 


et par conséquent, 
XL + YM + ZN 


VR+Y+ZpVL+MeN 


Comme l’origine des coordonnées est arbitraire, le système d’un 
couple et d’une force unique passant par l’origine, qu’on substitue aux 
forces données, est indéterminé; mais il y en a un qui est unique et 
par conséquent déterminé, c’est celui où le plan du couple est perpen- 
diculaire à la force. Pour le trouver, transportons la résultante R ou 
bien ses trois composantes X, Y, Z, parallèlement à elle-même en un 
point ayant pour coordonnées x,, y,, z,; il faudra pour cela introduire 
trois couples (*) 


sin d — 


Yz,— Ly,, Zx,—Xz, Xy,— Yx, 
qui devront être joints à L, M et N, de sorte que le système sera ra- 
mené à une force unique R appliquée en x, y, z, et à trois couples 
L+Yz—Zy 1", M+Zx,—Xz—M, N+Xy —Yx—N. 
Le couple résultant de L’, M’, N’ fait avec la force R un angle d donné 
par 
XL’ + YM'+ZN’ 
V'X'+Y +2 L?+M?+N? 


Pour que cet angle soit droit, les coordonnées x,, y, z, doivent satis- 
faire à l’équation 


VX + Y +2 VL?+M?+N?=XL + YM'+ZN 
qu’on peut mettre sous la forme 
(XM'— YL'} + (YN'— ZM} + (ZL'— XN'} — 0 


sin d — 


(*) Si la force R était transportée du point æ, y, z, à l'origine, les trois couples 
à introduire seraient d’après ce qu’on a vu, Zy,— Yz, etc. lei la force est trans- 
portée de l’origine au point x, y, z,; les couples doivent donc être les mêmes, 
mais de signes contraires. 
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et qui se décompose en trois 
XM'—YL'—0, YN'—ZM—0, ZL'—XN —0 
dont l’une est visiblement comprise dans les deux autres. Elles devien- 
nent en remplaçant L’, M’ et N° par leur valeur, 
XM + XZx — X°z — YL — Yz + YZy —0 
YN + YXy,— Yîx,— ZM — Zix + ZXz,—0 
LL + LYz, —ZL'y,— XN — X°y,+ XYx —0. 
En éliminant x, entre la 4" et la 3°, puis z entre la 2° et la 3®°, et 


y, entre la 4"° et la 2®°, on remplace ces trois équations par les trois 
suivantes 
XL + YM+ZN XL+YM+ZN 
— =L— X — =M— } ———  —— — 
J,2—2 XL Reyes ANT 
XL + YM + ZN 

X?+Y?+71 
Chacune d'elles est, comme on vient de le voir, comprise dans les deux 
autres, elles se réduisent donc à deux qui sont les équations d’une 
ligne droite unique contenant tous les points d’application x, y, z, de 
la force, c’est-à-dire, la force elle-même. 


Le moment du couple perpendieulaire à cette droite est représenté 
par 
LE +MS EN (LE Ye —2y + (M + 2x —X2) + (N + Xy —Yr). 


En tenant compte des trois équations qui précèdent, cette valeur se 
réduit à 


TY—yX=N—Z 


XL + YM + ZN 


VX + Yi + 2° 


Le couple qu’on vient de déterminer se nomme couple principal ou 
couple central et la force unique conjuguée prend le nom de force 
unique principale ou force centrale. L'inclinaison du couple principal 
sur les plans coordonnés est connue puisqu'il ést perpendiculaire sur 
la droite dont on vient de trouver les équations. En désignant par 
À, pm, v les trois angles, on trouve 


X Y 
COS À = —, COS =" " —, 
VX? + Y? +2: VX? + Y' +2? 
COS v — Z 


VER Z 
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35. Condition pour qu’il y ait une résultante. Théorème sur le 
moment de cette résultante. — Ce qu’on vient de voir fait connaître la 
condition pour qu’un système de forces ait une résultante; car il 
est nécessaire et il suffit pour cela (N° 52) que la force et le couple 
soient renfermés dans des plans parallèles, ce qui exige que d soit nul, 
c’est-à-dire, qu’on doit avoir (commencement du N° 34) 


XL + YM + ZN — 0. 
On voit que le couple principal dont on vient de parler doit être nul. 
Alors la force perpendiculaire existant seule, se trouve être la résul- 


tante du système; les trois équations du numéro précédent qui de- 
viennent | 


ZY—yX—=N, z2X—xZ—M, yZ—2Y—L 
sont donc les équations de cette résultante. 
11 est à remarquer que la condition 
XL + YM+ZN—0 


pour l'existence d’une résultante n’est suffisante que si X, Ÿ etZ ne sont 
pas nuls; car dans ce cas contraire, des six choses X, Y,Z,L,M,N, 
il resterait les trois couples qui seraient réductibles à un couple 


V'L® + M? + N°. Il est visible d’ailleurs qu’alors 
XL + YM + ZN 


VX? + Y+ Zy/L? + M? + N° 


qui doit être nul pour qu’il y ait une résultante, prend la forme à . 


sin d ou 


La condition 
XL + YM + ZN—0 


n’est donc suffisante que si X, Y et Z ne sont pas tous trois nuls. 

S'il y a une résultante, X, Ÿ, Z sont ses composantes; or on a 
vu (milieu du N° 35) que les premiers membres des trois équa- 
tions de la résultante sont ses moments par rapport aux trois axes et 
que les seconds membres L, M, N sont les sommes des moments des com- 
posantes par rapport aux mêmes axes ; ces équations apprennent done 
que lorsqu'un système de forces dirigées d’une manière quelconque 
dans l’espace a une résultante unique, le moment de cette résultante 
par rapport à l’un des trois axes et par conséquent par rapport à 
une droite quelconque est égal à la somme des moments des compo- 
santes. 
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36. Autres théorèmes sur les moments. Axe du plus grand moment 
passant par un point. Axe du plus petit moment absolu. — Connais- 
sant les moments !/, m, n d’une force P par rapport à trois axes rec- 
tangulaires , on peut trouver le moment w de la même force par 
rapport à une droite quelconque passant par l’origine et faisant avec 
eux des angles a, b, c; car six, y,z, «, 6, y fixent le point d’appli- 
cation de P et sa direction, on sait que l’on a (N° 53) 


EP (y cosy — z cosf) 
m = P (zcosa — x cos) 
n —P (x cosB — y cos a). 


D'un autre côté, on démontre en analyse géométrique (analyse appli- 
quée à la géométrie par Leroy, N° 64) que la plus courte distance de 
la force à la droite mentionnée plus haut est représentée par 


cosp, 


(cos 8 cosc — cosb cosy) s—- — 1) + (cos y cos u — cos c c05a)( y — 
cos 3” 


d — 
sin 0 


0 étant l’angle de la droite et de la force. Le moment de la force par 
rapport à la droite, c’est-à-dire Pd sin 6, est donc donné par 


u = P (y cosy — z cos) cos a + P (z cos a — x cosy) cos b 


+ P (x cosB — y cosa) cos c 


ce qui revient à 
u = l cos a + m cosb + n cos c. 


Cette équation fait connaître la loi suivant laquelle varie le moment 
de la force P par rapport à la droite, lorsqu'on fait varier les angles 
a, b, c. Si l’on demande la direction de la droite pour laquelle ce mo- 
ment est un maximum, il faudra considérer # comme fonction des 
deux variables indépendantes a et b, après qu’on aura éliminé c au 
moyen de l’équation 
cos®a + cosb + cos?c — 1. 
On trouve ainsi pour le maximum de w, 


l m n 


_————, cos b— COS C— 
V'U+ mi+ n° 


COS A — TZ » ZT. 
VE + mi n° V'P+mi+n 


u= VE + mt + n?. 
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Il suit de là que si on désigne par L, m, n, l’, m', n’, l... les moments 
par rapport aux trois axes, des forces P, P', P”.... d’un système et par 
u, u', u”.….. leurs moments par rapport à une droite passant par l’ori- 
gine, on aura 

u = l'cos a + m cosb + n cosc 


uw = l' cos a + m’ cos b + n'cosc 
u” —= etc. 


et par conséquent pour la somme U des moments des forces du système 
par rapport à cette droite, L, M et N étant les sommes des moments 
par rapport aux axes, 


U = L cos a + M cosb + N cos c. 


On trouvera comme plus haut, les valeurs de &, b, c qui rendent U 
maximum. Ces valeurs sont 


L ——— 
COQ = ———, cosb—ete. U—yL! + M? + N. 


y’ L? + M? + N° 

Il est à remarquer que si on réduit toutes les forces du système à une 
force unique passant par l’origine et à un couple (N° 53), les inclinai- 
sons du couple sur les plans coordonnés se confondent avec les incli- 
naisons sur les trois axes, de la droite de la plus grande somme de 
moments et que cette somme est égale au moment du couple. Il suit de 
là que cette droite est perpendiculaire au plan du couple et que par 
conséquent pour fixer l’axe droite de la plus grande somme de moments 
passant par un point donné, il suffit de remplacer toutes les forces 
par un couple et par une force passant par le point donné et d’abaisser 
une perpendiculaire sur le plan du couple. 

En second lieu si dans l'expression de Ü on remplace cos a, cos b, 


VX? + Y? + 7° 


moments, la force unique passant par l’origine, il vient 
LX + MY + NZ 


VR+EY+Z 


on voit par là que la somme des moments des forces par rapport à 
l’une des forces uniques auxquelles le système est réductible, est égale 
au moment du couple principal. Comme celui-ci est indépendant de 
la direction des axes coordonnés, sa valeur doit être invariable, bien 


cos c par , etc., c'est-à-dire, si on prend pour axe des 


Ù — 
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que les quantités X, Y,Z, L, M, N qui y entrent changent de gran- 
deur avec la position des axes coordonnés. La somme des moments 
des forces d’un système par rapport à l’une des forces uniques aux- 
quelles le système est réductible est donc invariable. On sait que 
toutes ces forces sont parallèles entre elles. 

Comme les valeurs de L, M, N changent avec la position de l’ori- 


gine, le moment minimum ou maximum j/L? + M? + N° change aussi 
avec la position de l’origine par laquelle l’axe des moments doit passer. 
Proposons-nous de trouver le point de l’espace où doit se trouver 
l’origine pour que ce moment maximum soit le plus grand ou le plus 
petit possible, ce qui fera connaître l’axe du plus grand moment 
absolu. Si on transporte les axes coordonnés parallèlement à eux- 
mêmes en un point ayant pour coordonnées x,, y,, £,, les couple 
L, M, N, relatifs à la première origine deviendront L’, M’, N’ ayant 
pour valeurs (N° 54) 


L'=L+Yz—7Zy, M'=M+Zx —Xz, N'=N+Xy —Yx. 
La question se réduit done à trouver les valeurs de x,, y,, z, qui ren- 


dent maximum ou minimum la quantité p/ L'? + M? + N°. La théorie 
des maxima ou minima conduit aux équations de condition 


(L+Yz, —Zy)Y—(M + Zx — Xz)X—0 

(N+Xy — Yx)X—(L + Yz —Zy)Z=0 

(M + Zx,—Xz)Z—(N + Xy — Yx)Y —0 
qui, en éliminant de chaque équation une des trois coordonnées, de- 
viennent 


XL + YM + ZN 


ZLy,— Yz,—=L—X CE TIM EE etc., etc. 


Ces trois équations sont les mêmes que celles que nous avons trouvées 
au N° 54. L’une d'elles est comprise dans les deux autres; la position 
de la nouvelle origine n’est donc pas déterminée par ces équations qui 
représentent une droite renfermant tous les points par lesquels passe 
l’axe qui donne un maximum ou un minimum absolu ; elles sont donc 
les équations de l’axe lui-même qui se confond ainsi avec la force 
unique principale du N° 34. La valeur du moment devient alors 


LX + MY + NZ 
V'X? + Y? + 7? 
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La calcul différentiel apprend que cette valeur répond à un minimum. 
Ce moment minimum se confond avec le couple principal du N° 34. 
37. Propriété d’un système composé d’une force unique et d’un 
couple. — Comme la force et le couple perpendiculaire qu’on substitue 
LX + MY + NZ et 
SET 
VX? + Y? + Z? sont invariables pour un même système, quelle que 
soit la direction des axes coordonnés; le produit LX + MY + NZ 
est donc aussi invariable pour toute direction des axes, bien que 
X,Y,Z,L,M et N changent de valeur. Il suit de là que de quelque 
manière que l’on transforme un système de forces en un couple W et 
une force unique R, le produit du moment du couple par la projec- 
tion de la force sur l’axe du couple, est une quantité invariable ; car 


VX? + Y° + 2° sin d est cette projection, j/L? + M? + N° est le mo- 
ment du couple et il résulte de la valeur de sin d, trouvée au commen- 
cement du N° 54, que l’on a 


Le + ME + N° /X2 + Y?+ 22 sin © —XL + YM +ZN 


dont le second membre est invariable comme on vient de le voir. 

On conclut aussi de là que tous les systèmes de deux forces auxquels 
est réductible un système donné (N° 32, 4°) forment les arêtes opposées 
de tétraèdres équivalents; en effet il résulte de la propriété qu’on vient 
de démontrer que si AD (fig. 50) est la force unique et ABC le couple 
triangulaire auxquels le système est réductible, en construisant le té- 
traèdre DABC, son volume sera constant, puisque la projection de la 
force AD sur l’axe du couple n’est autre chose que la hauteur DD du 
tétraëdre et que le produit invariable de l’aire ABC par la projection DO 
représente le triple du volume. Or, si on détermine d’une part la 
résultante AF—R de AD et de CA—AE —P” et d'autre part, celle 
BH—R' de BC et de AB—BG—P, tout le système se trouvera réduit 
aux deux forces AF et BH et il est visible que si l’on construit le té- 
traèdre ayant ces droites pour arètes opposées, son volume sera le 
même que celui de DABC, puisqu'il aura pour base le triangle AHB 
équivalent à ACB comme ayant même base AB et des hauteurs égales 
et qu’il aura pour hauteur la perpendiculaire abaissée du point F sur 
le plan ABC, perpendiculaire qui est égale à celle qui est abaissée du 
point D, puisque DF parallèle à AE l’est aussi au plan ABC. 

On démontre encore très facilement le théorème suivant : un 


à un système de forces sont uniques, les quantités 
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système de deux forces peut être remplacé par une force unique et un 
couple triangulaire, la force étant représentée par le double de la 
droite qui joint les milieux des distances des deux points d’applica- 
tion et des deux extrémités de ces forces et le couple triangulaire étant 
représenté par la moitié du triangle formé par deux parallèles à ces 
deux distances menées par un même point. 

38. Composition de forces renfermées dans un même plan. — 
Lorsque toutes les forces sont renfermées dans un même plan, en 
prenant celui-ci pour plan des X, Y, les angles y, y, y” seront droits, 
les coordonnées z, 2, 2”... seront nulles, les angles « et 6, «’ et f, 
æ” et B”…. seront complémentaires deux à deux et les valeurs de 
X,Y,Z, L,M et N deviendront 


X — P cos a + P’ cos & + etc. 

Y = P sin a + P'sinæ + etc. 

Z—0, L—0, M—0 

N=—P (xsina — y cos æ) + P’(x’sina — y’ cosæ) + etc. 
Le couple N qui représente la somme des moments des forces par 
rapport à l’axe des Z, représente visiblement ici la somme des moments 


des forces par rapport à l’origine des coordonnées. La condition pour 
qu’il y ait une résultante, savoir : 


LX + MY + NZ—0 


est satisfaite par ces valeurs ; il y a donc une résultante, pourvu que 
X et Ÿ ne soient pas nuls (N° 55) et les équations de cette résul- 
tante deviennent (commencement du N° 55) 


x —yX—=N. 


39. Conditions d’équilibre d’un système de forces. — Pour qu'il 
y ait équilibre dans un système de forme iuvariable, il faut et il suffit 
que la force unique et le couple soient nuls séparément (fin du 
N° 52); il faut donc et il suffit que l’on ait 


X?+Y2+7Z22—0, L?+ M°+N—0, 
ce qui ne peut avoir lieu à moins que l’on n'ait les six équations 
X—0, Y—0, Z—0, L—0, M—0, N—0. 


Les trois premières expriment que les sommes des composantes des 
forces suivant trois axes rectangulaires sont nulles et les trois dernières, 
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que les sommes des moments des forces par rapport à ces axes sont aussi 
nulles. Il résulte aussi visiblement du théorème énoncé à la fin du 
N° 53, qu’une des conditions d’équilibre du système de forces est 
que les centres de moyennes distances des points d'application des 
forces et de leurs extrémités se confondent. 

Quand toutes les forces sont renfermées dans le plan des X, Y, 
comme Z, L et M sont nuls d'eux-mêmes, il suffit pour s'assurer de 
l'équilibre, de vérifier les trois équations de condition 


X—0, Y—0, N—0, 


c’est-à-dire, que les conditions nécessaires et suffisantes pour qu’un 
système de forces renfermées dans un même plan soit en équilibre, 
sont 1° que la somme des composantes suivant deux axes rectangu- 
laires soit nulle, et 2° que la somme des moments des forces par 
rapport à un point quelconque du plan soit nulle. 
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Composition et équilibre de forces appliquées à un point ou à un système de 
points liés entre eux d’une manière invariable, lorsque le point ou le système 
de points n’est pas entièrement libre. Pression que supportent les points, les 
surfaces ou les axes fixes. Indétermination de ces pressions quand le nombre de 
points d'appui est supérieur à trois. 


40. Composantes d’une force appliquée à un point qui ne peut 
que glisser sur une surface. — Supposons le point matériel auquel 
est appliqué une force R, astreint à demeurer sur une surface donnée. 
Si l’on décompose la force R en deux autres, l’une dirigée suivant la 
normale à la surface et l’autre renfermée dans le plan tangent, il est 
évident que la première composante sera détruite par la résistance de 
la surface et mesurera la pression qu’elle supporte. La seconde com- 
posante fera glisser le point sur la surface. Proposons-nous d’éva- 
luer ces deux composantes et de fixer leur direction. Soit 


F—0 
l’équation de la surface; une normale en un point x,y,z fait avec 
trois axes rectangulaires des angles f, g, h tels que l’on a 


T 
cos f VE S 
Te e Æ 
= y SJ cosh= 
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en prenant les signes plus pour cette normale prolongée dans un 
sens et le signe moins pour la même normale prolongée dans l’autre 
sens. Si donc on représente par a, b, ce, À les angles que fait la 
force R avec les axes positifs et avec la normale à la surface, on 
aura, en désignant par X, Y, Z les trois composantes de R, 


5 X Ÿ Z 
R—pX'+Y+2", COSa — +; cosb—, cosc—=e , 
x +. 2% 

dx dy dz 


cos À — cos a cos f + cos b cos g + cosc cosh — ERV 


La composante normale est donc exprimée par 


de dE dF 


EV 


R cos 1 — 


et il vient pour la seconde composante, 


VV HT) + CE Ge) + en) 
Tr — dz dy 


Rsin}—Rry/ 1—cos° 


Pour avoir les angles d, d”’, d” que fait cette seconde composante avec 
les axes, angles qui fixent la direction suivant laquelle le point tend à 
glisser sur la surface, remarquons que si l’on décompose la compo- 
sante normale R cos } et cette dernière R sin À suivant les trois axes, 
on doit retrouver des forces équivalentes aux composantes X, Y,ZdeR; 
on doit donc avoir 


X — R cos).cos f + R sin).cosd, 


d’où ; 
dF F dF 
X — —— 
X : dx ra dy +2 dz dF 
R RV? dx 
cos À — 
sin À 


CDI 
CCE CE 


£V 
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On trouvera de même 


dF l 

Ca-ta)e (ya) e 
D 7 
HV TVR) + Es + y 748 ° 
dz dy 

Ce dF _ (a-xa)z Ce 1% )& 

COS = 2 
Cr) + (27 xT) (E z E\' 


ki. Equilibre d’un point matériel sur une surface. — Pour que le 
point matériel soit en équilibre, il faut et il suffit que la composante 
tangentielle R sin À du numéro précédent soit nulle, puisque la compo- 
sante normale est détruite par la résistance de la surface et que l’autre 
composante détermine un glissement si elle n’est pas nulle; on doit 
donc avoir 


Cave) Ga) eat) 0 


équation qui exige que l’on ait séparément 


ÆEV 





dz dy. 

Ces équations de condition suffisent pour assurer l'équilibre si le 
point matériel ne peut pas quitter la surface; maïs, s’il est seulement 
astreint à glisser sur l’une ou l’autre face, il faudra s'assurer par 
l'inspection du signe de cos d, que la force R comprime le point contre 
la surface et ne tend pas à l’en détacher. 

Il est à remarquer que l’une des trois équations est renfermée dans 
les deux autres; car en éliminant X entre les deux premières, on 
trouve la troisième. Les conditions d'équilibre se réduisent donc à 
deux de ces trois équations. 

La composante normale R cos À détruite par la résistance de la sur- 
face, est la mesure de cette résistance à laquelle on donne le nom de 
pression. 

Il pourrait se faire que le point matériel ne fut pas en équilibre en 
un point donné (x, y, z) et qu’il le fut en un autre point, en y trans- 
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portant la force parallèlement à elle-même. On peut se proposer 
de déterminer le point (x, y, z) de la surface où il y aura équilibre ; il 
suffit pour cela de poser deux des trois équations précédentes en y 
ajoutant la relation F — 0 et d’en tirer les valeurs de x, y, z. On re- 
connaît que le point ainsi trouvé est celui où la force R est normale à 
la surface. 

42, Composantes d’une force appliquée à un point qui ne peut 
que glisser sur une courbe. — Considérons maintenant un point 
matériel astreint à rester sur une ligne courbe; en décomposant la 
force R en deux forces l’uue dirigée suivant la tangente et l’autre 
renfermée dans le plan normal, cette seconde composante sera dé- 
truite par la résistance de la courbe et mesurera la pression qu’elle 
éprouve. La première composante seule fera glisser le point; or si l’on 
représente par x l’angle formé par la force avec la tangente à la 
courbe et si l’on remarque que les cosinus des angles que forme la 


dy 


tangente avec les axes sont dx et 7 il vient 
8 ds’ ds ds ? 


dx L 4 dz  Xdx + Ydy + Zdz 
COS p=— COS à Te + COS DE + COS CE — 5 — 


La composante suivant la tangente est done 


dx dy dz 
Roosp=X + Ye +2. 


La composante normale est 


d dz\? 
Rsinp—Ry/1—cos°p — X? + Yi +Z—[X FT +YE + + Z Z 


dy dx \ dz ,,dy\° dx dz\° 


Cette dernière transformée s’obtient en réduisant au dénominateur 
commun ds? les premiers termes placés sous le radical et en rempla- 
cant ds? par sa valeur dx? + dy? + dzi. 

On déterminera comme au N° 40 les angles que fait cette compo- 
sante normale avec les axes et par conséquent la direction de la 
pression. 

43. Equilibre d’un point sur une courbe. — Pour qu'il y ait 
équilibre, il faut et il suffit que la composante dans le sens de la tan- 
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gente soit nulle, puisque l’autre composante est détruite dans tous les 
eas par la résistance de la courbe ; on a donc pour condition d’équi- 
libre, 


Celle-ci jointe aux deux équations de la courbe, peut aussi servir à 
déterminer le lieu de la courbe où le point serait en équilibre; il 
suffit de tirer de ces trois équations les valeurs de x, y et z. 

Lk. Equilibre d’un système rigide ayant un point fixe. Pression 
sur ce point. — Concevons un système rigide n’ayant que la liberté de 
tourner autour d’un point fixe; en menant par ce point trois axes’ 
rectangulaires et remplaçant comme on l'a vu au N° 33, tout le 
système par trois forces X, Y, Z et trois couples L, M, N, il est 
clair que les trois forces X, Y, Z seront détruites par la résistance 
du point fixe ; les six équations d'équilibre se réduiront done aux 
trois suivantes 


L—0, M—0, N—0 


qui sont par conséquent les conditions d'équilibre quelles que soient les 
valeurs de X, Y, Z. Les forces X, Y, Z déterminent sur ce point une 


pression R qui est représentée par p/X? + Y* + Z* et dont la direc- 
tion est donnée par 


X A Y 
COSa— RE, COSb—E, CosC—e. 
45. Equilibre d’un système rigide traversé par un axe fixe. Pres- 
sions supportées par cet axe. — Si le corps était traversé par un axe 
fixe, en prenant celui-ci pour axe des Z, il est évident que les forces 
X et Y perpendiculaires à cet axe seraient détruites par sa résistance. 1l 
en serait de même des couples L et M, puisque ces couples renfermés 
dans les plans des XZ et YZ peuvent être tournés dans leur plan de 
manière à avoir les forces perpendiculaires à l’axe des Z; les forces 
du système se réduiraient donc à la force Z qui tend à faire glisser le 
système rigide le long de l’axe des Z et au couple N représentant 
la somme des moments des forces par rapport à cet axe, l’effet de 
ce couple étant évidemment de faire tourner le système autour de 
l’axe. Les six équations d'équilibre se réduisent dans ce cas aux 
deux suivantes 
Z=0 et N—0 
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ou simplement à 
N—0 


si le système ne peut pas glisser le long de l’axe, c’est-à-dire qu’il 
suffit que la somme des moments des forces par rapport à cet axe soit 
nulle. 

Les deux forces et les deux couples qui ne sont pas nuls mais qui 
viennent se détruire contre l’axe, y déterminent deux pressions pa- 
rallèles aux axes des X et des Y et représentées l’une par X, l’autre 
par Ÿ, puisque la force X (fig. 31) et le couple M ou (Q, — Q) renfer- 
més dans le plan XZ sont réductibles (N° 32) à une force unique égale 
et parallèle à X et qu’il en est de même de Y composé avec le couple 
L ou (P,—P). Les points d'application À et B de ces deux pres- 
sions se déterminent en remarquant que dans le couple (Q, — Q) si 


M 
l’on prend Q égal à X, le bras AO sera x et comme X et —Q se détrui- 
sent, À sera le point d'application de la force unique Q — X.On voit de 
la même manière que le point B fixé par OB — — = est le point d’ap- 


plication de la pression P — Y parallèle à l’axe des Y. 

Comme la position de l’origine O dans l’axe des Z et les direc- 
tions des axes des X et des Y sont arbitraires, il en résulte que 
les positions des points À et B, les valeurs de X et Y ainsi que 
leur direction, sont indéterminées, c’est-à-dire, que la double pres- 
sion éprouvée par l’axe peut être représentée par un nombre infini de 
systèmes de deux forces. Il n’en serait plus de même si les deux 
points d'application étaient donnés, comme cela a lieu lorsque l’axe 
est fixé au moyen de deux anneaux À et B (fig. 52). Alors pour 
déterminer les pressions de l’axe contre ces anneaux; on prendra le 
point À pour origine, on remplacera le couple L par un couple 
(p, — p) ayant AB ou a pour bras et le couple M par (q, — g). 


. , L M 
De cette manière les forces p et q seront égales à et et les pres- 


sions aux points À et B seront les résultantes de Ÿ + p et X — q 
pour l’une et de q et — p pour l’autre. Ces deux pressions sont 


V{(aX — M} + (aY + L}, VW L? + 
a 


M faisant avec l’axe des X des 
x — M et M 


V'ax—M}+(aY+L} pr 


angles dont les cosinus sont 
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46. Pressions supportées par deux points fixes. — On détermine- 
rait de la même manière les conditions d'équilibre d’un système dans 
lequel il y a deux points fixes À et B, ainsi qne les pressions qu’ils 
supportent. Les conditions d’équilibre, en prenant pour axes des Z la 
droite qui joint ces deux points, se réduisent à N—0, c’est-à-dire 
que la somme des moments des forces par rapport à cette droite doit 
être nulle. Quant aux pressions qu’ils supportent, on déterminera, 
comme au numéro précédent, les pressions exercées aux points À et B 
perpendiculairement à AB; mais comme Z n’est pas nul et qu’il est 
détruit par la résistance des points À et B dans la direction AB, il 
en résultera une nouvelle pression qu’il faudra composer avec les 
pressions normales à AB pour avoir les pressions totales en À et en B. 
Or, il faudrait d’abord savoir quelle portion de cette force Z est 
détruite par chacun des points fixes. C’est ce que les données de la 
question ne font pas connaître ; on sait seulement que les deux pres- 
sions réunies sont égales à Z ; les pressions totales que supportent ces 
deux points sont donc indéterminées, du moins dans l’état actuel de la 
science. 

47. Equilibre d’un corps traversé par un plan fixe. — Si le corps 
est traversé par un plan fixe le long duquel il a la liberté de glisser, 
il est clair qu’en prenant ce plan pour celui des (XY), la force Z et les 
couples L et M dont on peut diriger les forces perpendiculairement à 
ce plan, seront détruites par sa résistance, de sorte que le corps ne 


sera soumis qu'aux forces X et Y ou à la force unique V4 X?+ Y?et 
au couple Ni or les conditions nécessaires et suffisantes pour l’équi- 
libre de ces dernières forces sont 


VX+Y—0, N—0 
qui reviennent aux suivantes 

X—0, Y—0, N—0; 
il faut done pour l’équilibre du système, que les sommes des com- 
posantes parallèles à deux axes rectangulaires menés dans le plan 
soient nulles ainsi que la somme des moments par rapport à une 
perpendiculaire quelconque au plan. Quant à la pression qu'éprouve 
le plan des (XY}, si on dispose les deux couples L et M de manière 

P P P 

que l’une des deux forces vienne se placer dans l'axe des Z, ces cou- 


ples deviendront (p, — p), (q, —q) et la résultante des trois forces pa- 
rallèles Z + q — p, p et — q agissant aux points O, A et B (fig. 33) 
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sera la pression cherchée. La somme totale étant Z, celle-ci repré- 
sente la pression totale et si a et b sont les deux coordonnées du point 
d'application G de la résultante, la théorie des moments donne 
_—q.AO M , — P:0B _L 
LT 

48. Equilibre d’un corps retenu sur un plan par un ou par deux 
de ses points. — Si le système rigide n’était appuyé sur le plan des 
(XY) que par un point, en prenant le point d'appui pour origine, la 
force Z serait détruite et toutes les forces seraient réduites aux deux 
forces X, Y et aux trois couples L, M et N. Z mesurerait évidemment 
la pression et les conditions d'équilibre se réduiraient aux cinq sui- 
vantes 

X—0, Y—0, L—0, M—0, N—0. 

Le signe de la force Z fera connaitre le sens de cette pression. Si le 
système était simplement appuyé sur le plan et pouvait s’en détacher, 
l'équilibre ne serait assuré que si la force Z ne tendait pas à soulever 
le point d'appui, ce que le signe de Z fera toujours connaître. Si le 
système rigide était retenu sur un plan par deux points A et B (fig. 54) 
qui ont la liberté de glisser en tout sens, en prenant encore le plan 
pour celui des (XY) et en supposant les deux points placés l’un à l’ori- 
gine et l’autre dans l’axe des X, il est clair que la force Z et le couple 
(g, — q) ou M seraient détruits par la résistance du plan. Toutes les 
forces se réduiraient donc aux deux forces X et Y et aux deux couples 
Let N qui devront être nuls pour l’équilibre. 

Les pressions que supportent chacun des deux points d’appui A et B 


M M 
sont d’une part Z + q et d’autre part — q, c’est-à-dire, Z +- _ et 3? 


en désignant par a l'intervalle AB. Si le corps est simplement appuyé 
sur le plan XY, il est nécessaire de s'assurer que ces deux forces ne 
tendent pas à soulever les points d’appui, ce qu’on reconnaîtra par leurs 
signes. 

49. Equilibre d’un corps appuyé sur un plan par trois points. — 
Considérons enfin le cas où le système rigide est appuyé par trois 
points sur le plan fixe des (XY); toutes les forces perpendiculaires 
à ce plan, c’est-à-dire, Z et les couples L et M, seront détruites par la 
résistance du plan et les autres se réduiront au couple N et aux deux 
forces X et Y en sorte qu’il suffira pour l’équilibre d’avoir 


N=—0, X—0, Y—0. 
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La force Z et les deux couples L et M produisent une pression dont 
la valeur Z et le point d’application G se déterminent comme au N° 47 
(fig. 53). Les coordonnées a et b du point G sont 


Quand les points d’appui peuvent être soulevés, avant de pouvoir affir- 
mer que l’équilibre a lieu lorsque N X et Y sont nuls, il est nécessaire 
de s'assurer d’abord que la force Z produit une pression, ce qui n’a 
lieu que si Z est négatif et en second lieu il faut s’assurer que le point 
d'application G est placé dans l’intérieur du triangle formé par les trois 
points d'appui; car dans le cas contraire il est clair que le système 
rigide chavirerait en tournant autour de l’une des droites qui joignent 
deux à deux les points d’appui. Si la position des trois points d’appui 
est donnée par ses coordonnées (x’, y’), (x”, y”) et (x'”, y”), cette 
seconde condition exige que les coordonnées a et b du point G fassent 
prendre le même signe aux trois polynomes 


a(ÿ"—y)—b(a"— x) —(#y"—2"y) 
ay) — (#2) —(#/ÿ" — 2" 
a (y __— y”) — b (x’ _— x”) —— (x””y" — æ'y’”). 


On est conduit à ces inégalités en observant que si par le point G qui 
a a et b pour coordonnées on mène une parallèle à l’axe des Ÿ, celle-ci 
rencontre les trois côtés du triangle en trois points dont l’y est supé- 
rieur ou inférieur à b pour un côté et moindre ou plus grand que b 
pour les deux autres. Ces trois valeurs de y résultent des équations 
des trois côtés du triangle, équations connues puisque les côtés sont 
des droites passant chacun par deux points donnés. 

50. Pression que supporte chaque point d'appui. — La force Z est 
la pression totale exercée sur le plan fixe, laquelle se répartit entre 
les trois points d'appui ; en désignant les trois composantes par p, p', p” 
et par «y, x'y’, x”y" les coordonnées des trois points, la théorie des 
moments des forces parallèles fournit les équations suivantes 


rap? 


Z=p+p+p", La=px+pr+p'a, Zb=py+py +p7y 


qui étant résolues, donnent les valeurs de p, p’, p”. Si les trois points 
d’appui étaient renfermés dans une même ligne droite, celle-ci devrait 
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contenir le point G; en la prenant pour axe des X, on aurait y —0, 
y'=0, y"—0, b —0 et les trois équations précédentes se réduiraient 
à ces deux-ci 


—=p+p+p", ZLa=px+px +p’x 


qui sont insuffisantes pour déterminer les trois inconnues p, p’, p”. 
On voit que le problème est alors indéterminé. Il en serait de même 
si le nombre de points d'appui était supérieur à trois, placés ou non 
en ligne droite. Il est en effet à remarquer que lorsque trois points 
d'appui sont rangés en ligne droite ou lorsque le nombre de points 
d'appui, d’ailleurs quelconque, est supérieur à trois, la répartition 
de la pression totale entre les différents points d'appui dépend du 
degré de rigidité du système, et qu’il est par conséquent nécessaire 
pour que les pressivns soient déterminées, d'exprimer par des équations 
cette parfaite rigidité. Ces équations, si elles étaient connues, jointes 
aux trois précédentes, donneraient la solution complète de la question. 
#1. Équilibre d’un corps ayant des points d'appui contre plu- 
sieurs surfaces. — Pour qu'un système rigide, soumis à l’action 
d’une ou plusieurs forces et appuyé par plusieurs points contre des 
surfaces, reste en équilibre, il faut et il suffit que toutes les forces 
soient réductibles à des forces normales aux surfaces, passant par les 
points d'appui et eomprimant les points d'appui contre les surfaces. 
Il est d’abord évident que cette condition suffit, puisque toutes les 
forces seront alors détruites; en outre elle est nécessaire, car si les 
forces se font équilibre sur les surfaces, elles se feront encore équi- 
libre en supprimant ces surfaces et introduisant des forces P, Q, R etc. 
égales et directement opposées aux pressions. Les forces du système 
font donc équilibre à P, Q, R... et sont par conséquent réductibles 
aux forces —P, — Q, —R... Cette dernière remarque peut servir 
à déterminer les valeurs des pressions et les positions des points 
d'appui; car en joignant aux forces du système les forces inconnues 
+P, + Q, +R... normales aux surfaces, le système pourra être 
considéré comme entièrement libre et en équilibre ; les forces devront 
donc (N° 39) satisfaire à six équations qui seront autant de relations 
nécessaires entre les pressions inconnues et les coordonnées des points 
d'appui, qui serviront à déterminer les inconnues de la question. 
Observons que si x est le nombre de points d'appui, 3n sera celui des 
coordonnées ; d’autre part si aux 6 équations précédentes on joint les n 
équations quiexpriment que les points d'appui sont renfermés dans les x 
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n(n—14) ,, 
surfaces et en outre, un nombre 3 — d'équations exprimant que 


les distances deux à deux des n points d’appui sont invariables, on aura 
n(n —1) 
2 
et les 3n coordonnées. Comme ces inconnues ne sont en général dé- 
terminées que si leur nombre est égal à celui des équations, on doitavoir 
n (n — 1) 
9 2 


en tout 6 + n + équations pour déterminer les n pressions 


4n —0+n + 


d'où l’on tire n — 3 et n — 4, ce qui apprend que, pour que le pro- 
blème soit déterminé, il faut en général que le nombre des points 
d'appui soit égal à 3. La racine 4 est étrangère à la question qui nous 
occupe. Si le nombre d’équations de condition était supérieur à celui 
des inconnues, l'équilibre serait généralement impossible dans les con- 
ditions assignées et celles-ci devraient être modifiées. Par exemple, la 
forme ou la position de la surface qui sert d’appui devra être assujettie 
à certaines conditions, comme cela a lieu dans l’exemple suivant : 
proposons-nous de trouver les conditions d’équilibre d’une droite 
AB (fig 35), portant un poids en G et appuyée contre deux plans 
inclinés CD et CE. Ces plans doivent se couper en C suivant une 
droite horizontale, car le poids et les deux pressions P et Q en A et B 
doivent être renfermés dans un même plan pour que la force soit 
décomposable dans les deux forces P et Q et, ce plan devant contenir 
une verticale et une normale à chacun des deux plans donnés, est 
évidemment vertical et perpendiculaire à l'intersection C, qui par 
conséquent doit être horizontale. De plus, il faut pour que la décom- 
position du poids en deux forces P et Q dirigées suivant FA et FB soit 
possible, qu’en élevant en A et B les normales AF et BF, leur point 
de rencontre F se trouve sur la verticale GF passant par le point G 
de la droite. Ces conditions suffisent pour fixer géométriquement la 
position d'équilibre de la droite AB; désignons en effet AG et GB 
par m et n, d’un point quelconque O (fig. 36) abaissons les perpen- 
diculaires OP, OQ et la verticale OZ et par P menons PR de manière 


que l’on ait 
PS:SR—m:n 


(ce que l’on fait en divisant PO en A, en parties proportionnelles à 
metn, menant ensuite AS parallèle à OR et joignant les points P etS). 
Si on mène ensuite ab parallèle à PR et égale à la droite donnée AB 
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de l’autre figure, cette dernière sera dans la position d’équilibre; car 
en élevant les normales ao, bo et la verticale oz, on aura deux figures 
semblables PORS et aobs ; le point s se confond donc avec G, à cause 
de la position du point S sur PR. On aura une seconde solution de 
Ja question en substituant le point Q au point P dans la construction 
précédente. 

On obtiendra les valeurs des distances Ca, Cb et de l’angle Cab, en 
considérant les triangles aos, bos et Cab. On trouve ainsi 


m n 
— + -— cos € 
sinax sin 
tang a — 








= —— 2 
, m* n° mn 
sin C — + + 2 ———— COS C 
sin*æ sin*f sin « sin f 
m ñn 
(m + n) ——— + ——= COS C 
sin sinf 
Y — 


| m° L n° a __"n os c 
] TU. à an + 7, COS 
sine sinfa sin f sin a sin f 


Dans ces formules x, y, a, c, « et 5 représentent les distances Ca 
et Cb, les angles Cab et aCb et les inclinaisons aCH et bCR des plans 
sur l'horizon HR. 

Occupons-nous encore du problème suivant : Une droite AB (fig. 57) 
est appuyée sur un plan horizontal AC et contre un plan vertical CB. 
Elle porte en G un poids P. On demande quel effort Q il faudra exercer 
en À suivant AC pour empécher ce point de glisser. 

Il faut que les forces qui agissent sur la droite AB puissent se 
décomposer en deux forces perpendiculaires aux deux plans en A et 
en B. La résultante R des deux forces P et Q ou Da et Db transportées 
en D doit pour cela passer par le point de rencontre E des deux per- 
pendiculaires AE et BE, ce qui exige que l’on ait 

P :Q— AE : AD, 
d’où l’on tire 
AD AC.AG 


—— P — == me 
0 BC P AB.BC 
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à cause de la proportion 
AD : AC — AG : AB. 


Enfin si une sphère homogène pesante est en équilibre dans l’intérieur 
d'un angle trièdre tourné vers le haut, il est visible que dès que 
la sphère sera en contact avec les trois plans, les trois pressions 
seront renfermées dans trois rayons perpendiculaires aux trois plans 
du trièdre et par conséquent, en considérant le poids de la sphère 
comme une force verticale appliquée au centre, cette force pourra 
être décomposée en trois autres dirigées suivant ces trois rayons, ce 
qui assure l’équilibre. On détermine les pressions en construisant un 
parallélipipède dont les trois arêtes soient dirigées suivant trois perpen- 
diculaires aux faces du trièdre et qui ait le poids pour diagonale. 

Si la sphère pesante n’était pas homogène, la force verticale re- 
présentant le poids, ne serait plus dirigée vers le centre dans toutes 
les positions, tandis que les pressions sont toujours dirigées dans le 
sens de trois rayons. La décomposition ne pourrait donc pas toujours 
avoir lieu et par conséquent il n’y aurait pas toujours équilibre. Cela 
n’arrivera que lorsque la sphère aura été tournée de telle manière que 
la force verticale qui représente le poids, passera par le centre. 
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Considérations générales sur les centres de gravité. — Détermination physique du 
centre de gravité. — Centre de gravité d’un système de corps. — Centre de 
gravité d’une ligne courbe, d’une surface courbe, d'une surface plane, d’un 
triangle, d’un secteur de cercle, d’une surface de révolution, d’un corps de 
forme quelconque et de certains corps de forme particulière. — Centre de gra- 
vité du tétraèdre et du secteur sphérique. — Usage de la théorie du centre 
de gravité en géométrie. — Théorèmes de Guldin. 


52. Considérations générales sur le centre de gravité. — La pesan- 
teur ou gravité est la force en vertu de laquelle tous les corps tendent 
à se précipiter vers le centre de la terre. Cette force qui agit sur tou- 
tes les molécules d’un corps est donc dirigée normalement à la surface 
de la terre supposée sphérique. Il suit de là que ces forces ne sont pas 
rigoureusement parallèles pour les différents éléments d’un même 
corps ; mais la petitesse de celui-ci, relativement aux dimensions du 
globe terrestre, permet d'admettre sans erreur sensible, que la direc- 
tion de la pesanteur pour tous les points d’un même corps reste pa- 
rallèle. ° 

On verra plus loin que lintensité de la pesanteur varie avec la 
latitude et avec la distance au centre de la terre; mais comme les 
variations ne sont appréciables que pour de grandes différences en 
latitude et en hauteur, on peut la regarder comme constante pour tous 
les points d’un même corps. 

Remplacons par leur résultante les attractions exercées par la terre 
sur toutes les molécules dans lesquelles un corps pesant de forme 
quelconque peut être divisé; comme ces composantes sont parallèles 
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entre elles et verticales , leur résultante est elle-même verticale, égale 
à leur somme ct appliquée au centre des forces parallèles. Cette force 
unique s’appelle ici poids du corps et le centre des forces parallèles 
prend le nom de centre de gravité. 11 suit de là que le poids d’un corps 
est indépendant de sa forme et de sa position, et ne dépend que du 
nombre de ses éléments, c’est-a-dire de sa masse. On voit aussi que si 
on compare différents corps homogènes entre eux, les poids seront 
proportionnels aux volumes, puisqu’en les concevant divisés en mo- 
lécules identiques, les poids seront proportionnels aux nombres de 
molécules, proportionnels eux-mêmes aux volumes. 

L'observation fait connaitre que des corps sous le même volume 
n'ont pas toujours le même poids; la force attractive de la terre n’est 
donc pas la même pour un même volume pris dans tous les corps. 
Quelle que soit la cause de cette différence, on l’attribue à ce que sous 
un même volume les différents corps ne contiennent pas la même 
quantité de matière ou la même masse. Deux masses sont considérées 
comme égales, si leurs poids sont les mêmes, en sorte qu’on peut 
juger de la masse d’un corps par son poids. 

Il résulte de là que si l’on nomme P, M, g le poids, la masse et la 
gravité ou plutôt le nombre d’unités de poids contenu dans un corps, 
le nombre d’unités de masse et la force qui agit sur l’unité de masse, 
on aura 

P — Mg ° 
Pour les corps homogènes on peut aussi, d’après ce qu’on a vu plus 
haut, poser 

P = zxV, 
P,7ret V étant le poids du corps, le poids de son unité de volume ou 
sa pesanteur spécifique et son volume ou le nombre d'unités de vo- 
lume qu’il renferme. Si on représente par D la masse d’un corps 
homogène sous l’unité de volume ou la densité, on aura aussi 


M—DV 
et par conséquent 
P — DVg. 
Telles sont les relations qui existent entre P, M, V,g9,D et r. 
53. Détermination physique du centre ,de gravité. — 11 résulte de 


la définition que nous avons donnée plus haut du centre de gravité, 

que si ce point est rendu fixe, le corps soumis à la seule action 

de la pesanteur restera en équilibre dans toutes les positions. On 

voit aussi que quand un corps a un point fixe autre que le centre 
9 
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de gravité, il faut pour l'équilibre que ce point ct le centre de 
gravité soient situés dans une même verticale; si donc on suspend 
un corps pesant par un fil attaché à l’un de ses points, ce fil prolongé 
par la pensée devra passer par le centre de gravité quand le corps 
sera immobile. Cette remarque fournit un moyen pour déterminer 
expérimentalement le centre de gravité d’un corps, quelles que soient sa 
forme et sa nature, puisqu'il suffit de le suspendre dans deux posi- 
tions pour connaître deux droites renfermant ce centre. 

Comme la résultante produit le même effet que les composantes, on 
peut dans toutes les questions d'équilibre faire abstraction de la pe- 
santeur des différentes parties d’un corps, en joignant aux forces qui 
lui sont appliquées une force égale à son poids et appliquée au centre 
de gravité. 

54. Centre de gravité d’un système de corps. Centre de figure. — 
Lorsqu'on connaït les centres de gravité G’ et G” de deux parties d’un 
corps et leurs poids respectifs P’ et P”, il est facile de déterminer 
le centre de gravité G du corps entier; car si l’on joint ces deux 
points G’ et G” par une droite, on peut considérer les poids P’ et P” 
des deux parties comme des forces parallèles appliquées aux extrémi- 
tés de la droite GG” et une proportion suflira pour déterminer le 
point d’application G de la résultante ou du poids total. De même 
si l’on connaît le centre de gravité G du corps entier et celui G’ de 
l’une des parties, ainsi que les poids P et P’ du corps entier et de 
l’une des parties, il sera facile de déterminer le centre de gravité de 
l’autre partie, puisqu'il suffira de décomposer la force P en deux 
autres forces parallèles dont l’une soit P’ appliquée en G’. En général 
si un corps est divisé en un nombre quelconque de parties dont on 
connaît les poids et les centres de gravité, une composition de forces 
parallèles représentant ces poids fera connaître le centre des forces 
parallèles ou le centre de gravité du corps entier. En faisant usage de 
la théorie des moments et désignant par p, p’, p”.. les poids des diffé- 
rentes parties du corps, par (xyz), (x'y'z'), (x"y”z").... les coordonnées 
de leurs centres de gravité, par P le poids du corps entier et par 
(x, y, z) les coordonnées du centre de gravité du corps entier, on aura 


x —Prtpr+pa tek.  _py+py+et. 
4 Pp 9 Hp? 


__pz+ pr + etc. 


Ep P=p+p+p'+etc. 


LA 
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Les remarques faites au N° 22 sur la position du centre des forces pa- 
rallèles dans certains cas particuliers, sont applicables au centre de 
gravité. Ainsi si les centres de gravité des différentes parties d’un 
corps sont renfermés dans un même plan, le centre de gravité du 
système sera aussi situé dans ce plan. Si tous les centres de gravité 
sont dans une même ligne droite, celle-ci contiendra aussi le centre de 
gravité cherché. Comme on a toujours 


p=mg, p—my, P—Mg, 


on peut remplacer p, p'….P par leur valeur et supprimer le facteur 
commun g; on voit donc que x, y,z, ne dépendent que des masses et 
sont indépendants de l'intensité de la gravité; il en est donc ainsi 
de la position du centre de gravité. 
Si les corps sont homogènes ou s'ils ont la même pesanteur spé- 
cifique x, on a 
P—7rV, p—Trv, p —7rv…. 


et les valeurs de x, y, z, deviennent, 


"1,1 


non VX + v'X + vx” + elc. 
V=v+v+v' +ele x = —————— 


V , 
vy + VY + v'y" + cie. vz +07 + v'z" + etc. 
y, TR 
V V 


Les produits Vx, vx, vy etc. se nomment par analogie, moments des 
volumes V, v.... par rapport aux plans coordonnés. On voit que les 
coordonnées x, y,z, du centre de gravité ne dépendent plus dans ce cas 
que des volumes des différentes parties du système et nullement de la 
densité de la matière; il resterait donc le même si la matière disparais- 
sait. On le nomme alors centre de figure du volume ou centre des moyen- 
nes distances et si on le nomme encore quelquefois centre de gravité, 
c’est que par la pensée on y introduit de la matière en la répartissant 
uniformément dans le volume. Ainsi quand on cherchera le centre de 
gravité d’une figure géométrique, on pourra substituer à celle-ci un 
corps homogène ayant cette figure géométrique pour limite. S'il s’agit 
du centre de gravité d’une surface, on pourra considérer celle-ci 
comme matérielle en lui donnant une épaisseur uniforme et infiniment 
petite. S’il s’agit d’une ligne, on pourra y substituer un corps homogène 
ayant une largeur et une épaisseur infiniment petites et uniformes. 

Le centre de gravité ou le centre de figure est souvent connu sans 
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qu’il soit nécessaire d’avoir recours à une opération pour le détermi- 
ner ; c’est ainsi que pour la sphère, l’ellipsoïde de révolution, le pa- 
rallélipipède, le cylindre droit, etc., la symétrie fait immédiatement 
connaitre la position de ce point pourvu que ces corps soient ho- 
mogènes. Il en est de même de la ligne droite, de la circonférence 
et de l’aire du cercle, de la surface de l’ellipsoïde, du parallélogramme 
ainsi que de toute figure ayant un centre, c’est-à-dire, dans laquelle 
toute droite passant par ce point y est divisée en deux parties égales. 

Connaissant le centre de gravité d’une droite, il est facile de dé- 
terminer le centre de gravité du contour d’un polygone, puisqu'on 
peut remplacer les poids des côtés par des poids proportionnels appli- 
qués aux milieux de ces côtés. 

Si on connaissait le centre de gravité d’un triangle et d’un tétraëdre, 
on déterminerait facilement le centre de gravité de l’aire d’un polygone 
et du volume d’un polyèdre, puisqu'on pourrait décomposer ceux-ci 
en triangles et en tétraëdres que l’on remplacerait par des poids pro- 
portionnels à leurs aires ou à leurs volumes et appliqués à leurs centres 
de gravité respectifs. Pour les figures autres que les précédentes, 
on est en général obligé d’avoir recours au calcul. 

55. Centre de gravité des lignes courbes. — Occupons-nous d’abord 
des centres de gravité des lignes’ courbes et désignons par s un arc 
quelconque d’une courbe compté à partir d’un certain point fixe A 
jusqu'au point quelconque M dont les coordonnées sont x yz. Soit . 
ds l'élément de la courbe qui termine l'arc au point xyz; les 
coordonnées de ds sont donc x, y, z. Appelons { la longueur de la 
partie de la courbe dont on veut avoir le centre de gravité (x, y,z,), 
et s’ ets” les valeurs de s aux deux extrémités de {. Les moments de 
l'élément ds par rapport aux trois plans coordonnés sont xds, yds, zds; 
les sommes de ces moments étendues : à la portion / de la courbe, c’est- 
à-dire prises entre les limites s’ et s” sont donc 


s" s’ s” 
[sd (yes, (ds. 
8 8 $ 

Ces intégrales définies représentent les sommes des moments des 
éléments ds; or, on sait (N° 54) que pour un corps quelconque chacune 
de ces sommes est égale au moment du corps entier qui ici est l’arc l; 
on a donc 
.s” s”’ s” 
Lx, — \ xds, ly, — yds, lz, —| zds 

s’ s’ s’ 
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ou bien, en remplaçant ds par sa valeur et en désignant par x’; y’, 
z', &”, y”, x” les coordonnées des deux extrémités de l’are L, 


z" dre dy 
Ix, — [ F1 /1+ <) + (à) dz, ly,—etc. 
dx 


d’où l’on tire les valeurs de x, y, Z, en remplaçant Lys Yo Z; L’ 


d 
“2 par leurs valeurs en z tirées des deux équations de la courbe et en 


déterminant { par la formule 


.1— 14 (% N\ g 
L/1+ (2) + (0) « 


Si au lieu de l’élément linéaire ds de la courbe on avait introduit dans 
ces équations le volume de l’élément matériel représenté par wds, w dé- 
signant l’aire d’une section transversale de la courbe, l aurait dû être 
remplacé par w!, ds par wds et w disparaîtrait comme facteur commun. 
S'il s’agit, par exemple, de trouver le centre de gravité d’un arc 
d’hélice dont les équations sont (voir le traité d’analyse N° 442) 


. À . Z 
X—= T SIN —» y = T COS — ») 
ar ar 




















il vient 
V1 + a V1 + a° 
ds ——— d2, 1= —— (7 — 2), 
a a 

_ » 
xds ry/1+æi. 2 riy/1 + a? z z 
x _T — 4 sin © de VA + à COS — — COS — 
‘ l al ar l ar ar 

y" — LA x" — x z! + 2" 

NM 7? YO N Cr 7 Z, = 9 . 


Lorsque la courbe est plane, on sait (milieu de 54) que son plan con- 
tient le centre de gravité de la courbe et en prenant ce plan pour 
celui des (XY), les deux premières équations suffiront pour déterminer 
ce point. On trouve alors 


px" è x” 12 
l == | | + dy dx , Lx — H A : | + dy dx , 
x’ dx . { XL’ dx? 
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Prenons pour exemple la cycloïde. Son équation différentielle est 
(voir le traité d'analyse N° 77) 


_ydy 
Va 
Pour simplifier les résultats, transportons l’origine des coordonnées 


au sommet en’remplaçant x et y par ax — y et 2a —x, ce qui 
transforme l’équation dans la suivante 


(2a — x) dx 


V/ 2ax — x° 
et l’on trouve 
x" : 
= | VEx-aei- x*), 
x 
x” x” 3 
= | vi 2ax ds = 28 (x° — r°), 
x % 
x” 
y, : Vale ya à dx 
x’ 


— 3 4 5 
= V4 2a ee x”? = (2a — x") — 27"? — | (2a — | - 





dx — 


dy — 


Cette dernière valeur s'obtient en intégrant par parties la différen- 


LI 
tielle y.x * dx et en remplaçant dy par sa valeur tirée de l’équation 
différentielle de la courbe. 

Si la courbe plane était symétrique des deux côtés d’une droite, 
celle-ci renfermerait nécessairement le centre de gravité et en la pre- 
pant pour axe des Ÿ, la seconde équation suffirait pour fixer la position 
de ce point. Prenons pour exemple un arc de cercle AB (fig. 38) d’un 
rayon r. L’axe des Y étant la perpendiculaire OC sur la corde AB 
représentée par 2x’, les valeurs extrêmes de x seront + x’ et — x’ 
ct la position du centre de gravité G sera donnée par 


rx 
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dans laquelle { désigne l’arc AB. Cette valeur apprend que la distance 
OG est une quatrième proportionnelle contre l, r et la corde 2x. 

56. Centre de gravité d’une surface courbe. Surface plane. Triangle. 
— On sait qu’en représentant par xyz les coordonnées d’un point 
d’une surface rapportée à des axes rectangulaires, l’élément de celle-ci 


dz\? fdz\Ÿ° . , 
est dxdy 1 + a.) + g) ; Si donc on représente par } la 


portion de surface dont on cherche le centre de gravité, on aura 


= ffdxdyn / 41 + ()+ (&): 


les limites de l'intégrale double étant celles de la surface À. Le moment 
de cet élément par rapport au plan des YZ est 


dz\* dz\° 
sé / 14 (2) + (Gi) 


et si l’on représente par x, y z, les coordonnées du centre de gra- 
vité de , on aura en étendant l’intégrale double à la surface à entière, 


2 /dz\? 
ax, — f'fxdxdy À + (E +(5) . 


On aura de même 


PVO) 
12, a EE )+ 


Si la surface avait été considérée comme matérielle et par conséquent 
comme ayant une épaisseur très petite ©, il aurait fallu remplacer 





MNT dt 
l'élément superficiel dxdy 1 + a)? dy par l'élément de 


dz\? dz \? k | 
volume «w dxdy À + (&) + dy et comme à la surface à il 


faudrait substituer le volume w}, il est visible que le facteur commun 
w pourrait être supprimé et que rien ne serait changé aux valeurs 
de x,y,2, 
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Quand la surface est plane, si on prend son plan pour celui des (XY), 


…, dz dz 1 . 
les quantités Z, Z,, Le et — sont nulles, et il vient en étendant les in- 


dy 


tégrales doubles à la surface plane entière, 


à f'fdxdy, x, — Sfrdxdy, dy, = fSydxdy. 


Supposons par exemple qu'on veuille connaitre le centre de gravité 
de la surface plane BMCM' (fig. 39); pour fixer les limites des inté- 
grales, je remarque qu’à une même abscisse x ou AP correspondent 
deux ordonnées PM et PM’ ou y et y’ et que l'intégration par rapport 
à y doit par conséquent être effectuée depuis y—MP jusqu'à y —MP 
et ensuite celle par rapport à æ, depuis x = AB’ — « jusqu'à x — AC 
— 6; or les valeurs précédentes peuvent être mises sous la forme 


à Jde fdy, dx, = fadx J'dy, y, = dx J'ydy; 


il vient donc 





, | , p— y? 
= J'(y—y'}dx, x,= Ja (y — y") dx, y, = (? j'_ 


Après avoir remplacé y et y’ par leur valeur en x, il faudra intégrer 
de nouveau depuis « jusqu’à 6, et il viendra enfin 


P (y?— y") 
DE 


œ 


B B 
à (y — y) dx; 1, — | x(y—y')dx, y | 
[r 4 (À 


qui serviront à déterminer les valeurs de x, et de y,. Si la surface 
MM'N'N (fig. 40) était limitée par deux courbes quelconques MM’ et 
NN et deux ordonnées MP et M'P’, les équations précédentes seraient 
encore applicables et il faudrait tirer des équations des deux courbes 
les valeurs de y et y’ en fonction de x et intégrer ensuite entre les 
limites « et B ou OP et OP. 

Quand la courbe NN’ se confond avec l’axe des X dont l'équation est 
y’ —0, il vient pour la surface MM'PP’, 


B Ê 
À — ydx, x = | xydx, y, =; (y. 
a œ œ 


On parvient directement à ces formules en concevant la surface 
MM'N'N divisée en un nombre infini de bandes infiniment minces 
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mm'n'n dont l'aire est mesurée par (y — y’) dx et dont la somme 1 
est représentée par l’intégrale 


À — Fe — y") dx. 


Comme les moments de la bande mm'n’n par rapport aux axes des X et 


des Y sont (y—y”) dx. Op =(y — y’) xdx et (y — y’) dx. MP + Rp 


/ a _,,/9 
= (y— y) de TE TT dx, on a aussi 





ÿ — y" 
1x, = f(y—y)xdx et y,=( 3 dx. 


Appliquons ces formules à la détermination du centre de gravité d’un 
triangle OMN (fig. 41); si l’on prend le sommet O pour origine et la 
perpendiculaire OP sur MN pour axe des X, cette recherche se réduit 
à trouver le centre de gravité de l’aire comprise entre les lignes OM 
et ON limitées en O et en MP. Posons donc 


Op=x, pm=y, pn=y, OP=h, MP—b, NP—b; 


les équations des deux lignes OM et ON seront 


et il viendra en substituant et en intégrant, 


h _p 
0 2 


On conclut sans peine de ces valeurs de x, et y,, que le centre de 
gravité G est placé sur la droite qui joint le point O au milieu À de 
la base MN et aux deux tiers de OA à partir du point O. La même 
proposition peut être démontrée sans calcul intégral; en effet, si on 
conçoit le triangle OMN divisé en tranches infiniment minces, telles 
que mn parallèles à la base MN, les milieux de toutes ces tranches 
seront évidemment placés sur la droite OA qui joint le sommet O au 
milieu À de la base MN; d’où l’on est en droit de conclure (N° 54) 


‘ 10 
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que le centre de gravité du triangle OMN est placé lui-même 
dans cette droite OA, puisque les milieux de mn ne sont autre chose 
que les centres de gravité de ces tranches. En second lieu, en 
joignant les sommets À et B (fig. 42) aux milieux D et E des côtés 
opposés, les deux droites AD et BE devant contenir le centre de 
gravité, celui-ci est déterminé par l'intersection G; or si l’on joint 
les points E et D, la droite ED est parallèle à AB, parce qu’elle coupe 
AC et BC en parties proportionnelles; les triangles EDG et AGB sont 
donc semblables et comme ED est la moitié de AB, DG est aussi la 
moitié de AG, comme on l’avait déjà vu. 

Ce qu’on vient de voir donne lieu à deux remarques qui peuvent 
être utiles. Si on suppose le triangle ABC sans pesanteur et qu’aux 
trois sommets À, B et C on place trois sphères homogènes égales, 
le centre de gravité de l’ensemble de ces sphères coïncide avec celui 
du triangle; car la résultante des poids C et B est un poids double 
placé au milieu D de CB et la résultante de A et du poids double D 
divise AD dans le rapport 2 à 1. 

La seconde remarque consiste en ce que, si on rapporte les sommets 
du triangle à deux axes rectangulaires renfermés dans son plan, les 
coordonnées du centre de gravité sont les moyennes arithmétiques des 
coordonnées des trois sommets, ce qui se démontre très facilement en 
égalant la somme des moments des trois poids égaux au moment de 
la résultante. C’est cette propriété qui a fait donner au centre de 
figure le nom de centre des moyennes distances. 

57. Centre de gravité d’un secteur de cercle. Segment de cercle. — On 
conclut aussi de là la position du centre de gravité du secteur de cerele 
AOB (fig. 43); car si on le divise en un nombre infini de triangles 
égaux et infiniment petits ayant pour sommet le centre O et pour base les 
éléments égaux qui composent l'arc de cercle AB, tous ces triangles 
auront évidemment leurs centres de gravité répartis uniformément 
sur un arc de cercle CD décrit du point O avec un rayon égal aux 
deux tiers de OA. En remplaçant donc les triangles considérés comme 
pesants, par des poids équivalents placés à leur centre de gravité, il 
est clair que tous ces poids réunis formeront un arc pesant CD dont le 
centre de gravité G coincidera avec celui du secteur. Or, on a vu 
(N° 55) que 


OC. corde CD 
va— arc. CD ? 
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on a donc aussi, en remplaçant OC, arc CD et corde CD par leurs va- 
2 2 2 
leurs 5 OA, 5 corde AB, gare AB, 
2 OA. corde AB 
06 7 5 arcAB 
Pour avoir le centre de gravité du segment de cercle ABFA placé 
évidemment dans la flèche OF, désignons par x, x’, x” les distances des 
centres de gravité du triangle ABO, du segment AFBA et du secteur 
AOBF au point O, et par S, S’ et S” les surfaces de ces trois figures. En 
les considérant comme remplacées par des poids proportionnels appli- 
qués aux centres de gravité respectifs renfermés tous trois dans OF, 
la théorie des moments donne 


Sx + Sax —S"x""; 


or, on a évidemment 
» , 2 2 À | 
" S'=S+S, x = OH => h, S—h. corde AB == hc, 


| | 2ac 
(72 D — — ? 
S = OA. arc AB— 4, x” — 3" 


En substituant ces valeurs dans l’équation des moments, on trouve 


x = 42 #1 
S(al—hc) 6Gal—he FI asin£ 


Cette dernière valeur s’obtient en remarquant que l’on a 


C — 2a sin +, h= a co. 

58. Centre de gravité d’une surface de révolution. — Lorsque la 
surface est de révolution et limitée par deux plans perpendiculaires à 
l’axe de figure, on a déjà vu (N° 54) que le centre de gravité est placé 
dans cet axe, et on détermine sa position sans avoir recours aux for- 
mules générales, par les considérations suivantes : soit S une portion 
d’une semblable surface comprise entre deux plans perpendiculaires 
à l’axe que nous prendrons pour axe des X ; appelons «, B et x, les 
distances de ces deux plans et du centre de gravité à l’origine des 
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coordonnées et décomposons l'arc de courbe génératrice s en élé- 
ments ds; chacun de ces éléments en tournant autour de l'axe des X 
engendre une zône circulaire ayant y pour rayon et dont la surface dS 
est représentée (traité d'analyse N° 187) par 


| ? 


et le moment par rapport à l’origine des coordonnées, par 


ads = 2ryrxdx V4 À + (): 
dx 
p 
s— 27 | ydx À + dy . 
œ dx 


et comme toutes ces zônes symétriques autour de l’axe des X ont leurs 
centres de gravité placés dans cet axe, celui-ci contient aussi le centre 
de gravité de la surface entière, dont la distance x, à l’origine se 
trouvera en égalant le moment de la surface entière à la somme 
des moments des zônes, c’est-à-dire en posant 


f 
Sx, = 2r | yet /1 + à) - 
« dx 


L'intégration pourra se faire lorsqu'on aura remplacé y par sa va- 
leur tirée de l’équation de la courbe génératrice. Appliquons cette 
formule à la recherche du centre de gravité d’une zône sphérique. On 
trouve dans ce cas 


p 
y= ya —%#, s—2r | aa UE ra (50), 
a Va — x? 


p 1 
Sx,=2r | y ra (83 — a?), a, = 58 + a); 


œ 


on a donc 


c’est-à-dire que le centre de gravité se trouve au milieu de la hauteur 
de la zône. 
Proposons-nous encore de trouver le centre de gravité d’une zône de 
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la surface décrite par une cycloïde tournant autour de son petit axe. 
On sait que l’équation de la cyeloïde rapportée à son sommet est 


__(a—x) dx 
V2ax — x 
et on trouve en intégrant par parties et désignant par y’ et x”y” les 


x’ 
la différence des valeurs de 
? 


dy 


valeurs extrêmes de x et y et par Lu] 
x 


U correspondant à deux limites x’ et x”, 


x” Da … x" + 
= 2x | a) = a | yx dx 
x T x 


Fr « 372" 
— 4x 3 | yet + à a — 2)" | E 
x 


x" = __ px" 1 
Sa, = 2 | xy V= dx = 27 y3 | yx* dx 
C4 sé x 


9 5 9 5 17 4 5 9 s/k x 
—9Qrnt/ 2a —yx"— fx" dy —=-7 za] ye*+ © (202) É a+z )| . 
V5 3 3 5 3 v 


En considérant un cône droit comme engendré par une droite tour- 
nant autour de l’axe des X, on reconnaît que le centre de gravité 
de sa surface est placé dans l’axe, à un tiers de la hauteur à partir de 
la base. 

On arrive au même résultat, en considérant la surface conique 
comme composée d’un nombre infini de triangles ayant pour sommet 
commun le sommet du cône et pour base les éléments égaux qui 
composent la circonférence du cercle qui sert de base au cône; 
tous ces triangles ont leur centre de gravité placé aux deux tiers 
de la hauteur de ces triangles, à partir du sommet; tous les centres 
de gravité sont donc distribués uniformément le long d’une circon- 
férence tracée sur la surface conique, distante du sommet des deux 
tiers de son côté. On peut donc remplacer le poids de cette surface 
par le poids de ce cercle dont le centre est le centre de gravité du 
cône. 

59. Centre de gravité d’un corps de forme quelconque. — Propo- 
sons-nous maintenant de trouver le centre de gravité d’un corps de 
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forme quelconque ; appelons M sa masse qui peut être homogène ou 
hétérogène; divisons-la par des plans parallèles aux plans coordonnés 
en un nombre infini d'éléments infiniment petits dm et désignons par 
xyz les coordonnées de l’un de ces éléments, par p sa densité et 
par dv son volume, c’est-à-dire, dxdydz. Les moments de dm par 
rapport aux trois plans coordonnés seront xdm, ydm, zdm, ou, 
en observant que dm est égal pdo (N° 52), pxdxdydz, pydxdydz, 
pzdxdydz, et les sommes des moments de tous les éléments seront 
représentées par les trois intégrales triples 


SJ Srcdxdydz, JS Srydxdydz, J'Jfexdxdydz, 


les limites de ces intégrales étant prises de manière à embrasser le 
corps entier. 

Si l’on appelle (x, y, z,) les coordonnées du centre de gravité, ces 
moments doivent être égaux à Mx,, My, Mz, (N° 54); on a donc 


M= JS /pdxdydz, Mx, = ff frxdxdydz, 
My,= JS Srydadydz, Mi, = jf frrdxdydz. 


Si le corps est hétérogène et si la densité varie d’une manière con- 
tinue, p sera fonction de xyz. Si le corps est homogène, p sera 
constant et pourra sortir des signes d'intégration, M pourra être 
remplacé par pV, V désignant le volume du corps, et il viendra 


V=SS/fdxdydz, NVx,— ff Sfxdxdydz, Ny,= ff ydxdydz, 
Vz, = S'S.frdxdydz. 


La marche à suivre pour effectuer ces intégrations est la même 
que celle qui conduit aux cubatures des corps quelconques (traité 
d'analyse, N° 189). Ainsi, si l’on cherche le centre de gravité d’un 
corps limité par une surface plane ayant pour équation 


z=ax +by+c, 


par les trois plans coordonnés et par deux plans parallèles aux XZ 
et YZ et distants de y’ et x’, on trouve 


À 
V = LE (ax + by’ + 2c), 


À 1 1 
— vlan ft À ! = ’ … 
Vi, = x 1 + 3, 0y +5) 
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= 12f — ? — by’ _ 
Vy,= «y (Ge + 3 0y + 5e) 
4 1 1 1, 
Vz, = 52% 3 aix’? + sy" +3 abx'y" + acx’ + bcy’ + c? ). 


60. Centre de gravité de corps de forme particulière. — Lorsqu'un. 
corps peut être décomposé en éléments de forme connue ayant tous leur 
centre de gravité sur une même droite, une intégrale simple suffit 
pour déterminer son centre de gravité; en cffet on conclut de cette 
circonstance que le centre de gravité du corps entier est placé dans 
cette droite et si on désigne par dm la masse de l’un de ces éléments, 
par x la distance de son centre de gravité à l’origine, par M la masse 
du corps entier et par x, la distance du centre de gravité de celui-ci à 
l’origine, on a 

M— /dm, Mx,— /xdm 

intégration qu’on pourra effectuer dès qu’on connaitra la loi suivant 
laquelle varie dm avec x. Qu'il s'agisse, par exemple, de trouver le 
centre de gravité du corps de révolution engendré par l’aire MM’ NN’ 
(fig. 40) limitée par deux courbes MM’ et NN’ et deux ordonnées 
MP et M'P’, tournant autour de l’axe des X. Si l’on divise ce corps en 
tranches circulaires mm'n'n d’une épaisseur pp’ ou dx et ayant leur 
centre de gravité en p, en désignant par «y les coordonnées du 
point m et par xy’ les coordonnées de n, le volume de cette tranche 
sera x (y? —y?)dx, la masse px(y—y?)dx, et le moment 
prx (y? — y'?) dx; il vient donc en désignant par « et 6 les abscisses 
extrêmes OP et OP’, 


or ffo-yes 


B 
Mx, = pr | x (y? — y'?) dx. 
a 


Ces intégrations pourront être effectuées dès qu’on connaîtra les va- 
leurs de y et y en fonction de x, c’est-à-dire, dès que les courbes 
MM et NN’ seront données. Si la courbe NN’ se confondait avec l’axe 
PP”, il faudrait faire y’ nul et le centre de gravité du corps engendré 
par MM’ P’P serait déterminé au moyen des deux équations 


M pr(” 


œ 


p 
y°dzx, Me, = pr | xy?dx. 
œ 
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Le même procédé fait connaître la position du centre de gravité 
d’un cône à base quelconque ou d’une pyramide homogène. Il 
est évident que si on la divise en tranches infiniment minces et pa- 
rallèles à la base, toutes ces tranches seront semblables et auront 
leurs centres de gravité respectifs placés sur la droite qui joint le 
sommet au centre de gravité de la base, puisque toutes ces sections 
parallèles sont rencontrées par cette droite dans des points homo- 
logues. Or, si on désigne par B la base, par X l'aire d’une section 
quelconque ayant son centre de gravité distant du sommet d’une quan- 
tité x, et par h la droite menée du centre de gravité de la base au 
sommet de la pyramide, comme les aires des sections semblables sont 
proportionnelles aux carrés des arêtes homologues, il vient 


B:X—h?:x? d’où X= ns. 

En désignant par dx la portion de la droite k comprise entre deux 
sections consécutives et par « l’angle constant que forme cette droite À 
avec toutes les sections parallèles, sin «.dx sera l’épaisseur de la 
tranche, Xsin «dx son volume, pXsinadx sa masse et pXxsin «dx 
le moment de sa masse par rapport au sommet. On aura donc 


h B h 
M = | pX sin «dx = sin «| xdx — ag sin a, 
0 h 0 3 


h B. (À B 
Mx,— | pXx sin adx —p—sinal xdx —p-hsinae, 
Jo RE Jo À 


et par conséquent 


a 7h, 


c’est-à-dire que le centre de gravité d’un corps pyramidal est placé 
sur la droîte qui joint le sommet au centre de gravité de la base, aux 
trois quarts de la longueur de cette droite à partir du sommet. 

64. Centre de gravité du tétraèdre. — Cette proposition se démon- 
tre sans caleul intégral par des considérations purement géométriques ; 
en effet dans le tétraèdre ABCD (fig. 44), le centre de gravité se 
trouve (d’après ce qu’on vient de voir, N° 60) sur la droite qui joint 
un des sommets D ou C au centre de gravité F ou F’ de la face trian- 
gulaire opposée ; il se trouve done placé au point d’intersection G de 
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ces deux droites. Or, si on mène Ja droite FF’, celle-ci sera parallèle 
à CD, parce que, par hypothèse, EC et ED sont triples de FE et F'E; 
d’où il résulte que CD est triple de FF’ et comme les triangles DGC 
et FGF’ sont semblables, DG est aussi triple de GF, ce qui vérifie pour 
la pyramide triangulaire, la proposition énoncée à la fin du numéro 
précédent. On étend ensuite la démonstration à une pyramide homo- 
gène à base quelconque en remarquant que si on divise la base en 
triangles et par suite, la pyramide en tétraèdres ayant pour bases 
ces triangles, les centres de gravité des tétraèdres seront tous 
renfermés, d’après ce qu’on vient de voir, dans un plan parallèle à 
la base et distant de celle-ci du quart de la hauteur de la pyramide; 
ce plan contient donc le centre de gravité cherché. D’un autre côté 
en concevant la pyramide divisée en tranches parallèles à la base, 
on fera voir comme au numéro précédent, que le centre de gravité 
est renfermé dans la droite qui joint le sommet au centre de gravité 
de la base; d’où il résulte que ce point est déterminé par l'intersection 
de cette droite et du plan parallèle, point qui occupe évidemment la 
position indiquée à la fin du numéro précédent. Enfin comme cette 
proposition est indépendante du nombre de côtés du polygone qui 
forme la base de la pyramide, elle sera vraie encore à la limite, lorsque 
le polygone deviendra une courbe quelconque. 

En suivant la même marche qu’à la fin du N° 56, on conclut facile- 
ment du théorème sur le centre de gravité du tétraëdre, les propo- 
sitions suivantes : Si aux quatre sommets d’un tétraèdre homogène 
on place quatre sphères égales, le centre de gravité de ces quatre 
sphères se confond avec celui du tétraèdre. 

Le centre de gravité du tétraèdre est placé au milieu de la droite 
qui joint les milieux de deux arêtes opposées. 

Les trois droites qui joignent deux à deux les milieux des arêtes 
opposées d’un tétraèdre viennent passer par un même point qui n'est 
autre que le centre de gravité et s’y coupent mutuellement en deux 
parties égales. 

La distance du centre de gravité à un plan est égale à la moyenne 
arithmétique des distances des quatre sommets à ce plan. 

62. Centre de gravité du secteur sphérique. — On peut trouver 
sans caleul le centre de gravité d’un secteur sphérique, car si on con- 
coit la zône sphérique divisée en un nombre infini de facettes infini- 
ment petites équivalentes et par suite, le secteur sphérique lui-même 
décomposé en un nombre infini de pyramides équivalentes, ayant pour 


41 
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bases les éléments dans lesquels la zône a été divisée et pour sommet 
commun le centre de la sphère, ces pyramides auront évidemment 
leurs centres de gravité placés dans les rayons menés aux centres des 
différentes facettes, aux trois quarts de ces rayons à partir du sommet; 
ces centres sont donc répartis uniformément sur une zône sphérique 
concentrique à la première et ayant un rayon égal aux trois quarts 
de celui du secteur et si l’on remplace par la pensée, chaque pyramide 
par un point matériel pesant appliqué à son centre de gravité, tous 
ces points matériels formeront une zône sphérique pesante dont le 
centre de gravité se confondra avec celui du secteur. La recherche 
du centre de gravité d’un secteur sphérique est ainsi ramenée à la 
détermination du centre de gravité d’une zône sphérique semblable 
à la zône donnée et ayant un rayon égal aux trois quarts de celui du 
secteur. 

Connaissant le centre de gravité d’un secteur sphérique homogène, 
on en déduit le centre de gravité d’un segment sphérique; en effet g 
étant le centre de gravité du cône OAB (fig. 45), g’ celui du secteur 
sphérique OACB ou plutôt de la zône acb qui en tient lieu et dont 
le rayon forme les trois quarts de OA et g” celui du segment ACBA, 
si on considère le cône, le secteur et le segment comme remplacés 
par des poids équivalents suspendus à leurs centres de gravité réspec- 
tifs, le moment du poids du secteur suspendu en g’ sera égal à la 
somme des moments des poids du cône et du segment suspendus en g 
et g” et en désignant par V, V’ et V” les valeurs de ces trois corps, 
on aura 

V'=V'—V 


Og.V' = Og.V + Og”.V”, 


d’où l’on tire 


| 5 
O TT UC !— - OD. 
N (o9+5ge)v z OD.V 3 on Le v' 
1 VV TU T2 v—v) 


en remarquant que g’est au milieu de ge et que Og et ge sont égaux 
3 3 
à - OD et — DC. 
pi k 
63. Usage de la théorie du centre de gravité en géométrie. — La 
théorie du centre de gravité est utile en géométrie pour mesurer les 


surfaces et les volumes des corps de révolution ; en effet, en désignant 
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par xy les coordonnées d’un point quelconque d’une courbe plane 
et par ds l’élément de cette courbe, on sait que la surface S du corps 
de révolution, engendrée par la rotation de cette courbe autour de 
l’axe des X, a pour expression 
x" 
S — 2r yds, 
x’ 


x et x” étant les abscisses des deux points extrêmes de la courbe 
génératrice; or si on détermine l’ordonnée y, du centre de gravité 
de cette courbe, on a aussi (N° 55) 
x’ 
ly, = | yds, 

v°- 
l étant la longueur de l'arc de courbe. En rapprochant ces deux 
équations, on trouve 

S = 2xy l; 

la surface de révolution est donc égale au produit de la circonférence 
2ry, que décrit le centre de gravité de la courbe, par la longueur l 
de cette courbe. 

Si l’on fait tourner autour de l’axe des X la surface plane MM’N'N 
(fig. 40) comprise entre deux courbes et limitée par deux ordonnées 
correspondant aux abscisses x’ et x”, on obtient un corps de révolution 
dont le volume a pour expression (Voir le traité d’analyse, N° 185) 


x”! 
v=r| (y? — y?) da. 
r 


Or, en désignant par y, l’ordonnée du centre de gravité de la surface 
planc comprise entre les deux courbes et par S cette surface, on a aussi 


1 x” 
Sy, — A0 — y) dx; 


la valeur de V devient donc 
V=2ry,.S, 


c’est-à-dire que le volume d’un corps de révolution est donné par le 
produit de la surfuce plane génératrice S par la circonférence 2xy, 
que décrit son centre de gravité. 

Les deux théorèmes qui précèdent sont dus au géomètre Guldin 
et en portent le nom. On appelle méthode centrobarique cette manière 
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de faire dépendre la mesure d’une surface et d’un volume, de la position 
de leur centre de gravité. 

On peut aussi faire dépendre le volume d’un prisme droit tronqué 
ou d’un cylindre droit tronqué, de la position du centre de gravité 
de la base; en effet, si on divise cette base en éléments quelconques € 
et qu’on concoive le corps divisé lui-même en prismes ayant les € 
pour bases et z pour hauteur, le volume de l’un des prismes élémen- 
taires sera ze et le volume entier V sera 


V = fre. 


D'un autre côté, si on désigne par 9 l’inclinaison de la base oblique 





, _e e e #” € Q 
supérieure du prisme sur la base inférieure, cos 9 sera la section 
; S 


« ET « , e. Z 6 
oblique de l’un des prismes élémentaires et 25e 01 moment par 


rapport à la base; en désignant donc par B/ l’aire de cette base oblique 
ct par z, la perpendiculaire abaissée de son centre de gravité sur la 
base inférieure, on aura 

ZE | V 

B'z = \—— — fre — 
‘ (= cos 6 Ÿ cos 0 ” 

et par conséquent 

V—=2,B'cos8, 


ou plutôt en désignant par B la base inférieure, 
V = Bz, 


c’est-à-dire , que le volume d’un prisme ou cylindre droit tronqué est 
donné par le produit de l'aire de la base par la perpendiculaire 
abaissée du centre de gravité de la base oblique sur l’autre base. 

Il est à remarquer que le centre de gravité de la base oblique se 
projette sur la base droite au centre de gravité de cette dernière, 
ce qui se démontre facilement en cherchant les distances des centres 
de gravité de ces deux bases à deux plans XZ et YZ parallèles aux 
génératrices du cylindre et on conclut de là que le volume d’un 
cylindre tronqué par les deux extrémités est donné par le produit de 
sa section droite par la distance des centres de gravité des deux bases. 

Les propositions indiquées à la fin du N° 61, sont autant d'exemples 
du parti que l’on peut quelquefois tirer de la statique pour démontrer 
des propositions de géométrie. 
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Équilibre d'an système de forme variable soumis à l’action de certaines forces. — 
Équilibre du polygone funiculaire. — Ses propriétés. — Équation de la chai- 
nette. — Ses propriétés. — Cas où la chaîne est de grosseur variable. — Équi- 
libre d’un fil ayant tous ses points soumis à l’action de forces quelconques. — 
Équilibre d’un fil tendu sur une surface. Pression. 


64. Équilibre d’un système de forme variable. Polygone funicu- 
laire. — Lorsque le système de points auxquels sont appliquées les 
forces, est de forme variable, les six équations du N° 59, savoir 


X—0, Y—0, Z—0, L—0, M—0, N—0 


doivent encore avoir lieu quand il y a équilibre; car quel que soit le 
mode de liaisons, on ne changera rien à la forme du système en 
équilibre ni à la valeur des forces, en supposant qu’il devienne tout 
à coup rigide, auquel cas on sait que Îles six équations précédentes 
doivent exister; mais elles ne suffisent plus comme dans le cas de 
la rigidité, pour assurer l’immobilité. Il faut alors exprimer que 
l’équilibre a lieu dans toutes les parties du système, c’est-à-dire, 
poser les 6 équations pour chaque partie rigide ou même pour une 
portion quelconque du système variable, en rangeant parmi les forces 
les tensions provenant des liaisons de cette portion avec le reste du 
système. 

Prenons pour exemple le polygone funiculaire. On donne ce nom 
à un système dans lequel les points d'application des forces sont 
réunis par des droites inextensibles, parfaitement flexibles et sans 
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pesanteur que l’on nomme cordons. Les points d'application des forces 
placés aux sommets des angles du polygone prennent alors le nom 
de nœuds. Les forces du système réagissent les unes sur les autres 
par l'intermédiaire des cordons et il en résulte dans ceux-ci des trac- 
tions en sens inverse et égales entre elles qui prennent le nom de 
tensions. 

Considérons un polygone funiculaire ABC (fig. 46) sur lequel 
agissent les forces Q, Q’, P, P’, P”; soient t, ?’ les tensions de AB et 
BC. Pour qu'il y ait équilibre dans le polygone, il faut et il suffit qu’il 
y ait équilibre autour de chaque nœud entre les forces P, Q et { pour 
À, entre t, P’ et ?” pour B etc. En rapportant le polygone à trois axes 
rectangulaires, on a donc en général pour chaque nœud six équations 
d'équilibre qui se réduisent ici aux trois premières, parce que chaque 
groupe de forces est appliqué en un même point (N° 15) et ces trois 
équations de condition 


X—0, Y—0, Z—0 


établissent des relations nécessaires entre les forces, les tensions des 
cordons et les trois angles formés par les forces et les cordons avec 
les trois axes. À ces équations, qui sont en nombre 5n s’il y a n nœuds, 
il faut joindre celles qui expriment que la somme des carrés des cosinus 
des trois angles formés par une droite avec les trois axes est égale à 
l'unité, équations qui sont au nombre de 2n + 1, puisque le nombre 
de forces et de cordons est de 2n + 1. On dispose ainsi de 5n + 1 
équations pour déterminer les valeurs des inconnues dont le nombre 
devra être aussi de 5n + 1, parmi lesquels” ne peuvent se trouver les 
longueurs des cordons, puisque les équations ne contiennent pas ces 
longueurs. Ces 5n + 1 équations contiennent 8n + 4 quantités, savoir 
n + 2 forces, n — À tensions et 6n + 3 angles, et celles-ci se réduisent à 
8n + 3 quantités distinctes, attendu que les équations X — 0, Y —0, 
Z — 0 contenant les facteurs P, P’... {, {’ dans tous les termes, on 
pourra les diviser par P et elles ne contiendront plus que les rapports 
p' P” 
PP 
en général disposer de 3n + 2 de ces quantités et les valeurs des 
Bn + À autres résulteront de la résolution des équations. 

Si le polygone était attaché par ses deux extrémités à des points fixes 
M et N, les forces Q et Q’ seraient les tensions des côtés extrêmes du 
polygone ou les pressions supportées par les points de suspension. 


NE: qui sont en nombre 2n au lieu de 2n + 1. On pourra donc 
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Si quelques-uns des nœuds étaient remplacés par des anneaux ayant 
la liberté de glisser le long des cordons, il faudrait aux bn + 1 équa- 
tions précédentes ajouter pour chaque anneau les conditions 


— À, etc.. 


car il est clair que la tension doit dans ce cas être la même des deux 
côtés de l’anneau pour qu’il n’y ait pas glissement. Ces nouvelles équa- 
tions de condition auxquelles le polygone doit satisfaire, diminueront 
le nombre 3n + 2 de quantités disponibles. Si par exemple le nombre 
de nœuds est de deux et s’ils sont remplacés par deux anneaux, comme 
dans la figure 67, il y aura en tout 13 équations en y comprenant les 
deux suivantes 


Q—1t, t—0Q. 


Comme ces équations contiennent 19 quantités, on pourra, en général, 
donner telle valeur que l’on voudra à 6 de ces quantités et les valeurs 
des 13 autres résulteront de la résolution des 13 équations. 

65. Propriétés du polygone funiculaire. — On peut sans avoir re- 
cours à la résolution générale de ces 5n + 1 équations, reconnaître 
certaines propriétés des polygones funiculaires. On peut, par exemple, 
déterminer les tensions des différents cordons, connaissant la force 
extrême Q et la forme du polygone ou plutôt, les angles formés par 
les forces avec les côtés; en effet pour qu’il y ait équilibre autour de 
chacun des points À, B, C...., chaque force doit être égale et opposée 
à la résultante des tensions des deux cordons; on doit done avoir 
(N° 8) cette suite de proportions a, b, c, a’, b’, c’ ayant la signification 
indiquée dans la figure 46, 

Q :i— sin a’: sin a 

t: € — sin b’ : sin b 

t’:Q'—sinc':sinc 
qui font connaître les rapports de toutes les tensions t, ?”, #”....Q", à la 
force ©. | 

Il est à remarquer du reste que l’équilibre du polygone étant indé- 
pendant de la longueur des cordons, on peut rendre nulles par la 
pensée la longueur de quelques-uns d’entre eux, ce qui revient à consi- 


dérer les forces Q, P, P'... appliquées à une partie du polygone, comme 
appliquées en un même point B et la tension £’ qui agit sur ce point 
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le maintiendra en équilibre. De là résulte ce théorème : la tension de 
chaque cordon est égale et directement opposée à la résultante de 
toutes les forces appliquées d’un même côté du cordon et transportées 
parallélement à elles-mêmes en un même point. On voit aussi que si 
toutes les forces, y compris les deux forces extrêmes Q et Q”, sont 
transportées parallèlement à elles-mêmes en un point, toutes ces forces 
s’y feront équilibre. 
En multipliant terme à terme toutes ces proportions, il vient 


Q : Q’ — sin a’. sin D’. sin c’.. : sin a sin b sin c.... 


Le rapport de Q à Q’ ne dépend donc pas directement des forces 
P, P’.... mais bien des angles a, b, c, a’, D’, c’... Si P, P’, P”.... étaient 
des poids, les cordons seraient renfermés dans un même plan verti- 
cal; car le plan qui contient les trois forces en équilibre P, Q et £ 
serait vertical puisqu'il contient la force verticale P. De même le plan 
qui contient t, P’ et £ serait vertical pour le même motif et se con- 
fondrait avec le précédent puisqu'ils contiennent tous deux la droite 
AB et ainsi de suite. Il résulterait aussi du parallélisme des forces 
P, P'.... que l’on aurait 


sin a —sinb, sinb'—sincete. 
ce qui réduirait la proportion précédente à la forme 
Q : Q’— sin c':sin «a 


c’est-à-dire, qu’alors les forces Q et Q’ sont dans le rapport inverse 
des sinus des angles formés par Q et Q' avec une verticale. On tire 


de là 
Q sin a — Qsin c’ 


qui signifie que si on décompose les tensions extrèmes Q et Q” en 
deux forces l’une horizontale et l’autre verticale, les composantes ho- 
rizontales de Q et de Q’ sont égales. 

66. Équation de la chuinette. — Revenons au polygone funiculaire 
en équilibre (fig. 46). En divisant toutes les forces en deux groupes 
Q, Q'et P, P’, P”..., ou peut considérer chaque groupe comme faisant 
équilibre à l’autre, ce qui aura encore lieu si, sans rien changer aux 
forces, on suppose que le polygone devienne rigide ou de forme inva- 
riable ; mais alors les forces P, P’, P”.... peuvent être composées entre 
elles et dans le cas où elles ont une résultante, celle-ci fera équilibre 
aux deux tensions extrêmes Q et Q'; d’où il suit que dans ce cas ces 
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cordons extrêmes et la résultante prolongés doivent passer par un 
même point. L'hypothèse de l’existence d’une résultante se réalise 
lorsque toutes les forces P, P’, P”.... sont parallèles entre elles, et par 
conséquent lorsqu'elles représentent des poids suspendus à différents 
points d’un cordon; mais la résultante de plusieurs poids attachés à 
un système de forme invariable est un poids unique égal à la somme 
des premiers et suspendu au centre de gravité de l’ensemble de ces 
poids; on voit donc que les deux cordons extrêmes prolongés doivent 
se rencontrer en un point placé dans la verticale passant par le centre 
de gravité des poids. 

Une chaîne pesante et parfaitement flexible, suspendue par ses 
deux extrémités pouvant être considérée comme un polygone ma- 
thématique composé d’un nombre infini de côtés garnis de poids, 
il s’en suit que si une chaine est suspendue en deux points À et M 
(fig. 47) et qu’on mène en ces points les tangentes à la courbe que 
forme la chaine en équilibre, ces deux tangentes extrêmes qui repré- 
sentent les deux éléments extrêmes de la courbe ou les deux cordons 
extrêmes du polygone funiculaire, devront se rencontrer en un 
point E placé dans la verticale EG passant par le centre de gravité G 
de tous les poids, c’est-à-dire, de la chaîne pesante et si on désigne 
par T et { les pressions exercées sur les points de suspension À et M 
ou les tensions des deux éléments extrêmes et par P le poids de la 
chaine AM, comme les forces T, f{ et P doivent se faire équilibre 
autour du point E, on devra avoir la proportion 


t: P— sin AEP : sin AEM — sin AEG : sin AEM. 


Cette propriété peut servir à déterminer la forme de la courbe 
formée par une chaine en équilibre suspendue par ses deux extrémités 
À et B, connaissant la loi suivant laquelle varie sa grosseur, c’est-à- 
dire, connaissant la nature de la chaîne. Supposons-la d’abord uni- 
formément pesante. Soit M un point quelconque de la chaîne, ayant 
pour coordonnées x, y; il est évident que quand on le rend fixe, la 
forme et les tensions extrêmes de la partie AM ne changent pas; si 
donc G est le centre de gravité de l’arc AM ou s, comme l’x du centre 


TL 
xds 


0 


de gravité G est égal à - (N° 55) et que l’x du point de rencontre 
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des tangentes AT et Mt dont les équations sont, a étant la tangente 
trigonométrique de l’angle EAX, savoir 





? , ? d 0 
ÿ=axX, y —! = (e — &); 
est visiblement égal à 
dy 
IT 
äg” 
dx 





F d 
xds y x LI 
0 _— dx... 1) 
8 a — 4% 
dx 


Cette relation, exprimant une propriété commune à tous les points 
de la courbe, est l’équation de la chaine. On la met sous une forme 
plus simple de la manière suivante : dérivons après avoir multiplié 
par s; il vient 





dy UE 2% dy 
de 7 dæds LT ne ÿ J'ai 
dx __dy dx RS OS 
CRE, 
ou bien 
dy 
ds dx? 
s dy ? 
dx 
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Pour éliminer l'arc s, on dérive de nouveau en remplaçant 


ds dy\? 
x par V/: + & et il vient 


__dy 
| dr? 


Mac 


puis en multipliant par dy et intégrant, 


2 V dx 


Le signe supérieur doit être employé pour la branche AC et le signe 


. d ., | 1 
inférieur pour la branche CB, puisque LT est positif dans la première 


dx 


ou bien, 


et négatif dans la seconde. 
On détermine d en remarquant qu’au point A on a 


ce qui conduit à 


d=y1 + a%.....(4) 


On peut déjà voir que la courbe est rectifiable; car en substituant la 


valeur (3) de ÿ dans l’expression (2) de s, il vient 


s—=ac x} (y — cd} — €... 


En intégrant l'équation différentielle (3) et aan la nouvelle 
constante par la condition que x et y sont nuls tous deux au point À, 


il vient aprés avoir remplacé j/ d? — À par a, 


=yEVd— pe. (6) 

c(d— a) 
Cette équation de la chaînette contient encore la constante arbitraire c 
et la constante inconnue a. On les détermine en remarquant que si { 


= clog 2 — 


92 CHAPITRE Vi. 


est la longueur totale de la chaîne et x’ y’ les coordonnées du second 
point de suspension B, les équations (5) et (6) donnent pour ce point, 


L= ac + {y — cd) — ci 
d—y+v(d—y}—c 
cd 
qu’il faudra résoudre par approximation pour en tirer les valeurs de c 
et de a. 

Les deux coordonnées du sommet C de la courbe, pour lequel est 


x'= c log 


nul, se déduisent de (3) et (6) et sont — clog(d — a) et cd — c. Si 
on y transporte l’origine des coordonnées en changeant la direction 
de l'axe Y, l’équation de la courbe devient 
y+cFV (y + c) — , 
c 
d'où l’on tire en passant des logarithmes aux nombres, isolant le 
radical et élevant au carré, 


© —° c æ æ\39 
ee +e 3. 5 
y+C=C—5—+ où y (e 4). 


La courbe dont on vient de trouver l’équation se nomme chainette. 
67. Propriétés de la chaïnette. — SiT est la tension en À, t la ten- 
sion en M et p le poids de l’unité de longueur de chaine, ps sera le 
poids P de la chaine AM, et il résulte de ce que T, tet P se font équi- 
libre autour du point E (N° 66) que l’on a 
t: ps — sin AEG : sin AEM = cos EAX : sin AFF ; 


mais le triangle AEF donne 


x = c log 


dy 
dx — € 
tang AËF — tang (EFX — EAX) — di 
Â+a J 
dx 
d’où l’on tire, en tenant compte des équations (2) et (5), 


sin ÀEF — 
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et la proportion donne, en remarquant que cos EAX est égal à 
1 


À + a 
t=p(cd— y) 
qui fait connaître la tension en chaque point de la chainette. 


En faisant y nul, on trouve pour la tension T au premier point de 
suspension , 


T = pcd = pc V1 + &, 


tension qui sera connue si on a déterminé les constantes c et a. La 
valeur de t prend ainsi la forme 


t—T — py. 


Comme py est le poids d’une chaîne de la longueur y et que l’origine 
des coordonnées peut être considérée comme placée en un point quel- 
conque de la courbe, cette équation apprend que la tension en un 
point de la chainette est d’autant moindre que celui-ci est plus bas et 
que la différence de tension est égale au poids d’un bout de chaine 
égal à la différence de niveau des deux points. Au point le plus bas, 
y est égal à cd — c; la tension s’y réduit donc à pc. 

68. Cas où la chaîne est de grosseur variable. — Nous avons sup- 
posé la chaîne uniformément pesante et par conséquent le poids de 
chaque élément ou de chaque chaïnon proportionnel à sa longueur ds. 
Si on suppose que les poids des chaïnons ds varient suivant une loi 
quelconque, ds et s devront dans l’équation (4) être remplacés par 
pds et par /pds, p étant une fonction qui désigne le poids de l'unité 
de longueur de la chaîne à l’extrémité de l’arc s. Supposons, par 
exemple, le poids de chaque élément proportionnel à sa projection 


, ds , , 
horizontale dx, Fr devra être égal à une constante À et l’équation 


générale (1) deviendra 





dy 
J'hxdx x I Gr 
Jhdx 2 _dy° 

x 


d’où 
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que l’on intègrera par la méthode des différentielles homogènes, ou 
bien en l'écrivant sous cette forme 

ax? Qxydx — x°d 

— dx — — ue Le | 
ÿ° y 


me x? 
et remarquant que le second membre est la différentielle de — que 
y 


nous égalerons à z; l’équation devient alors 
dx 
dz = az? mr 
x 
d’où l’on tire 
zt— ax !— c oubien y— ax — cz. 


La courbe d’équilibre est donc une parabole dont l’axe est vertical. 

Les constantes a et c se déterminent par la condition que si x’, y’ 
sont les coordonnées connues du second point de suspension, on doit 
avoir 


y = ax — x? 


et que si l'est la longueur connue de la chaîne, on a 


Evr-0) + (Sy L 1 + (a — 2x) 


1 \ og VTra— 1 + (a — 2x} + (a — 2cx’) 
ï 1+a+a 


+ (a — 2x) V1 + (a—2cxÿ — ay 1 + al. 


La tension en un point quelconque s’obtient en remarquant que le 
poids de la chaîne depuis l’origine jusqu’à x est /'hkdx ou hx et qu’on 
a comme au N° 67, 


dy 


sr" 
t 2 Rx = -—— 
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d’où 


1 V1 + (a— 2cx)° 
= —— 


69. Équilibre d’un fil ayant tous ses points soumis à l’action de 
forces quelconques. — Proposons-nous encore de déterminer la forme 
d'équilibre d’un fil parfaitement flexible et inextensible, dont tous les 
éléments sont soumis à des forces accélératrices quelconques. Pour qu’il 
y ait équilibre, il est nécessaire et suffisant que la tension t (fig. 48) 
en un point quelconque M (x, y, z) fasse équilibre à toutes les forces 
qui agissent sur la portion OM du fil, puisqu'il est visible qu’il faut 
et qu’il suffit que les forces appliquées à la partie O’M fassent équi- 
libre à celles qui agissent sur OM et que la tension de l’élément de 
courbe placé en M tient lieu des forces O’M. Toutes les forces appli- 
quées à OM, savoir les deux tensions extrèmes T, { et les forces 
intermédiaires doivent donc satisfaire aux six équations d'équilibre. 
Représentons par X, Y, Z les forces qui agissent sur l’unité de lon- 
gueur du fil et par a, b, c les angles formés par T avec les axes; les 
trois premières équations d'équilibre sont, en remarquant que f est 
dirigé suivant la tangente au point x, 7, Z, 


T cos a + J'Xds + 10, T'es b + f'Yds + 1% —0, 


T'eos 6 + J'Ads + 1T — 0 so... (4) 


les intégrales étant prises depuis O jusqu à M ou (x, y, z). A ces trois 
équations il faudrait joindre les trois équations d’équilibre de rotation 
qui ici sont visiblement, en plaçant l’origine des coordonnées à 
l'extrémité O, 

d 


S'(Xz — Lg) ds + (Tr Ey—0. etc., ete. 


mais si on les différentie, il vient 
dy de 
a(e4 — ya( 47) + 0e 7 ds = 0 


et en remplaçant d (: à) d (: a) par leur valeur tirée des trois 


équations (1) après qu’on les a différentiées, on reconnait que ces 
équations sont identiquement satisfaites et sont par conséquent com- 
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prises dans les trois premieres, qui suffisent pour assurer l’équilibre. 
En différentiant les équations (4), puis multipliant respectivement 


dx dy et de t 1 joutant ensuite membre à b 
ar — — — et les a ensu a membre, on 
PE Gs° ds ds J ? 
trouve 


dt = — (Xdx + Ydy + Zd:), 


parce que l’on a 


dx\° dy\° dz\? dx ,dx dy ,dy dz ,dz 
+) + #) + (5 ia x dt ds ds * ds as 


On tire de là en intégrant, 
= — f'(Xdx + Ydy + Zdz)...… (2) 


qui donne la valeur de la tension toutes les fois que Xdx + Ydy + Zdz 
est la différentielle exacte d’une fonction des trois variables x, y, z 
Les équations de la courbe s’obtiennent alors en éliminant t entre les 
équations (4) et (2). 

Si on suppose les forces X, Y , Z réduites à des poids uniformément 
répartis le long du fil, en prenant l’axe des Z vertical, on fera X et Y 
nuls, on remplacera Z par p et on sera conduit à l’équation de la 
chaînette trouvée plus haut. Il suffira pour cela de remarquer que les 
deux premières équations (1) deviennent 


dx dy 
Tcosa——t—, Tcosb — —1t— 
ds ? ds 
d’où l’on tire 
dy  cosb cos b 
— — ——— t y = ——— Y 
dx  cosa Cos a 


qui apprend que la projection de la courhe dans le plan horizontal XY 
est une ligne droite, c’est-à-dire que la courbe est renfermée dans un 
plan vertical que l’on prendra pour plan des XZ en faisant y et cos b 
puls. 

70. Equilibre d’un fil fendu sur une surface. — Si les forces sont 
partout dirigées suivant le rayon de courbure de la courbe prolongé 
vers sa partie convexe, on a, p étant le rayon de courbure et P la force, 


__pLy(e _ dy de 
X — P£d(): Y——Ph à &)- Z— -rta(s), 
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parce que les cosinus des angles formés avec les axes par un rayon 
de courbure prolongé vers la partie concave sont représentés par 


E_q (à) etc. (traité d'analyse N° 106); on a donc dans ce cas, 
s 


dx ,dx du dy dz ,dz 
dt CE +Hii+ada) 


et par conséquent, en observant que la parenthèse est nulle d’après ce 
qu’on vient de voir, 


dt—0 et t— const. 


c’est-à-dire que la tension d’un semblable fil est la même dans toute 
son étendue. En différentiant donc l’une des trois équations d’équilibre 
du N° 69, et remplaçant X par sa valeur précédente, on trouve 


dE pd 0 doù P—!. 
ds P 
La force normale doit donc être inversement proportionnelle au rayon 
de courbure, pour que l’équilibre soit possible. Pour ce qui est de la 
forme de la courbe, les trois équations (1) sont indentiquement satis- 
faites par ces valeurs de P et f et par conséquent l’é quilibre a lieu 
quelle que soit cette forme. 

Réciproquement, si la tension t est constante, les trois équations (1) 
différentiées deviennent 


dx 4 dy dz 

ne la gd 2 
d’où l’on conclut sans peine que la résultante de X, Y, Z, c’est-à-dire 
la force P, fait avec les axes les mêmes angles que le rayon de cour- 
bure (voir le traité d'analyse N° 106) et qu’elle est inversement pro- 
portionnelle au rayon de courbure. On voit donc que pour que la 
tension soit partout la même, la force doit être en chaque point dirigée 
dans le sens du rayon de courbure ct doit être inversement propor- 
tionnelle à ce rayon. 

Ces propositions conduisent aux propriétés d’un fil tendu sur une 
surface et à la forme qu’il doit prendre pour y être en équilibre; en 
effet la surface exerçant en chaque point du fil une pression normale 
à la surface, si l’on représente l’intensité de cette pression par P, ses 
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composantes suivant les axes, c’est-à-dire X, Y, Z sont représentées par 


Pp … Pq … — p 


X — 


Virp+g _WMrp+rg _MArprg 
à cause des valeurs connues des cosinus des angles formés par une 


normale avec les axes. (Voir N° 127 du traité d'analyse.) En substituant 
ces valeurs dans l’équation (2) du numéro précédent, il vient 


dt — — + (par + qdy — dz) 


LETET. 
et par conséquent 
dt=—0 ou t— const. | 
parce que en différentiant l’équation de la surface, on trouve 
dz = pdx + qdy. 
On voit donc que la tension d’un semblable fil est partout la même. 
Or, il résulte du paragraphe précédent que si la tension est constante, 
la force doit être partout dirigée suivant le rayon de courbure de la 
courbe et doit être inversement proportionnelle à ce rayon de cour- 
bure; la courbe inconnue que forme sur la surface le fil tendu 
est donc telle qu’en chaque point son rayon de courbure est normal 
à la surface et la pression contre cette surface est en chaque point in- 
versement proportionnelle au rayon de courbure du fil, c’est-à-dire, 
au rayon de courbure de la section normale de la surface, faite suivant 
la tangente au fil. Cette propriété caractérise entièrement la courbe 
formée par le fil et peut servir à en trouver l’équation; en effet si on 
différentie les trois équations d'équilibre, qu’on remplace X, Y, Z par 
les valeurs précédentes et qu’on élimine ÿ et t en divisant l’une par 
l’autre deux de ces équations, on trouve pour l’une des équations diffé- 
rentielles de la courbe, 


dy dx 
A — —— d —— = 0. 
P à) IG 


En représentant par u — 0 l’équation de la surface et en remarquant 


que l’on a 
du du 
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a) #4) 


dont l’intégrale jointe à l’équation N la surface sur laquelle le fil est 
tendu représente la courbe cherchée. (Voir pour les applications les 
N°: 322 et 323 du cours d’analyse.) 

On arrive à ces conclusions directement et sans calcul en observant 
que, puisque les deux tensions t et ?’ (fig. 49) des deux éléments qui 
aboutissent en M font équilibre à la pression P normale à la surface, 
le plan de ces deux éléments, c’est-à-dire, le plan osculateur doit con- 
tenir P et par conséquent être lui-même normal à cette surface. D'un 
autre côté P étant l’intensité de la pression en M, Pds est la pression 
totale exercée sur l’élément ds ; on doit donc avoir en désignant par 
n l’angle de courbure en M ou l’angle formé par ft et #’, 


cette équation devient 


& : Pds — sin PMP : sin ME — 1 :sin(r —»)— 1 :sinn—14:n, 


d’où l’on tire en tenant compte de la valeur d’un angle de courbure 
(traité d'analyse, N°: 104 et 106), 
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Définition des machines. Machines simples et composées. — Levier. Ses conditions 
d'équilibre. — Théorie des balances, — Balance romaine. — Théorie du peson. 
— Équilibre des poulies. — Poulies mobiles. — Équilibre du moufle. — Équi- 
libre du treuil. — Équilibre d’un système de treuils. — Équilibre d’un système 
de leviers. — Équilibre d’un système de roues dentées. — Équilibre dans le 
cric. — Équilibre des cordes. — Problèmes. — Equilibre sur un plan incliné. 
—. Équilibre dans la vis. — Vis sans fin. — Équilibre dans le coin. 


74. Définition des machines. Machines simples ex composées. — 
On appelle machine tout appareil destiné à transmettre l’action d’une 
force en la modifiant dans sa direction ou dans son intensité. Un sem- 
blable effet s'obtient en général en appliquant la force à un corps 
géné dans ses mouvements par un obstacle. En statique, on considère 
les machines comme servant à faire équilibre à une force au moyen 
d’une autre force qui ne lui est pas égale et directement opposée. La 
première force se nomme puissance, la seconde résistance. 

Les machines simples sont celles dans lesquelles il n’y a qu’un seul 
point fixe ou un seul obstacle. S’il y en a plusieurs, les machines sont dites 
composées. Les machines simples sont le levier, le plan incliné et la corde. 
Les machines composées résultent de la réunion de plusieurs machines 
simples, réagissant les unes sur les autres et sont en nombre illimité. 

Proposons-nous de trouver les conditions d'équilibre entre la puis- 
sance et la résistance dans les différentes machines, en faisant abstrac- 
tion des circonstances physiques qui peuvent influer sur l’équilibre, 
comme le frottement, la résistance de l'air, etc. 
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72. Levier. Conditions d'équilibre. — Occupons-nous d’abord du 
levier. Un levier est, dans le sens le plus général, un corps solide 
de forme quelconque, ayant un de ses points fixe que l’on nomme 
point d'appui. Ordinairement ce corps a une forme prismatique ct il 
est droit ou courbe. Nous le supposerons d’abord réduit à son axe et 
nous appellerons levier mathématique une ligne inflexible et sans 
pesanteur, mobile autour de l’un de ses points. Si deux forces P et Q 
agissent sur ce levier, il suffit pour l'équilibre qu’elles aient une 
résultante et que celle-ci passe par le point fixe, puisque cette résul- 
tante sera détruite par la résistance de ce point. De plus, cette 
condition est nécessaire, car si on introduit une troisième force 
représentant la résistance du point d'appui, on pourra supposer le 
levier entièrement libre et les trois forces ne pourront se faire équi- 
libre à moins que deux d’entre elles, P et Q , n'aient une résultante 
égale et opposée à la résistance du point. Cette condition nécessaire ct 
suffisante exige 1° que les deux forces et le point soient renfermés dans 
un même plan et 2% que les moments des forces par rapport au point 
fixe soient égaux et de signes contraires, puisque ce point appartient 
à la résultante (N° 44). 

Si le levier avait la faculté de glisser sur le point fixe, il faudrait 
en outre que la direction de la résultante fut normale au levier, afin 
que celui-ci ne glissät pas sur ce point. 

Quand les forces qui agissent sur le levier sont parallèles, par 
exemple, quand ce sont des poids, les conditions d'équilibre prennent 
une forme très simple. O étant le point d’appui (fig. 50, 51, 52), 
P la puissance, Q la résistance, et aO, bO les perpendiculaires abais- 
sées sur les forces, il faut dans les trois cas que les trois points À, B, O 
soient renfermés dans un même plan contenant les forces P et Q et 
que l’on ait 

P.Oa = Q.0b 


ou bien 
P :Q— Ob : Oa — OB : OA. 


Les distances OA et OB du point fixe aux points d'application des 
forces se nomment bras de levier; on voit donc que les deux forces 
doivent être dans le rapport inverse des bras du levier. 

Dans le cas général, lorsque des forces en nombre quelconque ct 
dirigées dans des sens quelconques sont appliquées au levier, la con- 
dition d'équilibre consiste encorc en ce que toutes ces forces doivent 
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avoir une résultante unique passant par le point fixe; en prenant donc 
ce point pour origine des coordonnées et rapportant ces forces à trois 
axes rectangulaires, comme elles sont réductibles à trois forces X, Y, Z 
renfermées dans les trois axes et à trois couples L, M, N renfermés 
dans les trois plans coordonnés, les conditions nécessaires et suffisan- 
tes pour assurer l'équilibre sont 


L—0, M—0, N—0 
quelles que soient les forces X, Y, Z et celles-ci déterminent une 


pression représentée par J/X°? + Y? + Z?. On voit par là que la pres- 
sion est la même que si toutes les forces étaient transportées parallèle- 
ment à elles-mêmes au point d'appui. 

Si on tient compte du poids du levier, il faut considérer ce poids 
comme une force verticale appliquée au centre de gravité du levier. 

75. Théorie des balances. — La théorie de l'équilibre des leviers 
est surtout utile pour établir les conditions d'équilibre de la plupart 
des balances. On donne ce nom aux machines destinées à mesurer les 
forces et particulièrement celles qui proviennent de l’action de la 
gravité, c’est-à-dire les poids des corps. La plupart de ces machines 
sont composées de leviers diversement combinés. Nous examinerons 
successivement les principales. 

La balance ordinaire se compose d’un levier droit AB (fig. 51) qu’on 
nomme fléau, dont les deux bras sont identiques et dans lequel le 
point d’appui est placé entre les deux forces. Aux extrémités du levier 
sont suspendus des plateaux de même poids, sur lesquels on place 
d’un côté le corps qu’on veut peser et de l’autre le poids connu qui 
doit servir de mesure. Comme les deux bras de levier sont égaux, il 
faut pour l’équilibre que les deux poids augmentés des plateaux soient 
égaux et si les plateaux ont la même pesanteur, les poids eux-mêmes 
devront être égaux. 

Lorsqu'une balance est en équilibre sous l’action de deux poids, on 
est assuré que ceux-ci sont égaux, si l’on est certain 4° que les bras de 
levier sont égaux et 2° que le centre de gravité de la balance, y com- 
pris les plateaux, lorsqu'elle est vide, est placé dans un plan vertical 
passant par l’axe de suspension; en effet si la seconde condition est 
satisfaite, le poids de la balance ne contribuera pas à l’équilibre, puis- 
qu'il sera supporté par l’axe ; l'équilibre aura donc lieu entre P et Q 
et on aura, p et q étant les longueurs des bras du fléau, 


Pp = Qg. 
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Si donc les bras p et q sont égaux, les poids P et Q devront l'être 
également. 

On s’assure de la seconde condition en vérifiant que la balance est 
en équilibre à vide. Pour la première condition, on pourra s’en assu- 
rer en vérifiant que l’équilibre subsiste encore en changeant de pla- 
teau les deux poids; en effet le premier équilibre exige que l’on ait 


Pp — Qg 
et le second entraîne l’égalité 


d’où l’on tire en multipliant membre à membre, 


p=g € p—g 

74. Balance romaine. — Dans la balance ordinaire, les bras de 
levier sont constants et le poids servant à mesurer, est variable. 
Dans la balance romaine la longueur de l’un des bras de levier est 
variable et le poids qui sert à mesurer, est constant. Cette balance se 
compose d’un levier AC (fig. 54) ayant son point fixe en O. En A est 
suspendu un plateau dans lequel on place le corps P qu’on veut peser. 
Au bras OC on suspend un poids invariable Q et on avance ou recule 
le poids de suspension B jusqu’à ce qu’il y ait équilibre; alors on 
apprécie le poids de l’objet P par la position du point B sur le bras OC 
où sont gravés des nombres indiquant les valeurs de P pour chaque 
position de B. Si le levier était mathématique ou sans pesanteur, la 
détermination de ces nombres serait facile puisqu'on aurait pour 
l'équilibre 


P :Q = OB : OA 
d’où 
OB 
P= . 


On voit donc qu’en prenant Q pour unité de poids et faisant OB — OA, 
on devrait marquer 1 au point B; en prenant OB — 20A on marque- 
rait en B, 2 etc. Cette construction conviendrait encore pour un fléau 
matériel si le centre de gravité de ce fléau, y compris le plateau, était 
placé en O ou si la balance privée des poids P et Q était en équilibre; 
mais comme OC est beaucoup plus long que OA, il est difficile de 
remplir cette condition, et il est nécessaire de tenir compte de la 
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position du centre de gravité et du poids de l'instrument. Soit R 
ce poids et G son centre de gravité; pour qu’il y ait équilibre ou 
pour que. la résultante de P, Q et R passe par le point O, on doit 


avoir 
P.0A — Q.0B + R.0G. 


Pour construire l’échelle que doit porter le bras OC, supprimons la 
charge P et suspendons le poids Q entre A et O de manière qu'il fasse 
équilibre au poids R de la balance, y compris le plateau. Soit 0’ le 
point de suspensiou qu’on aura soin de marquer; on devra avoir 


R. 0G = Q.00’ 
et l'équation d’équilibre devient en rétablissant la charge P, 
P. OA — Q. OB + Q. 00’ — Q. 0'B; 


c’est-à-dire 


d’où l’on conclut que l’échelle se construit en portant sur O'C à partir 
du point O0’ des divisions égales à OA et en les marquant des nombres 
4, 2, 3... ; car si l’on prend encore Q pour unité des poids, cette 
équation apprend que P est égal à 4, 2, 3... quand O’B est égal à OA, 
est double de OÀ, etc. 

75. Théorie des pesons. — Le peson se compose d’un levier coudé 
à angle droit BOA (fig. 54), mobile autour d’un axe horizontal en O 
et porté par un pied vertical OC. Le bras OB porte en F un poids 
constant Q et à l’extrémité À est suspendu un plateau portant l’objet 
P que l’on veut peser. Il est clair que dans une certaine position, 
les deux poids P et Q se feront équilibre et qu’alors le bras OB ap- 
prochera d’autant plus de l'horizontale OD que P sera plus grand. On 
peut donc juger de la valeur de P par l'angle BOE dans la position 
d'équilibre et à chaque valeur de l’angle BOE répond une valeur de P 
que l’on pourra marquer d'avance sur un quart de cercle fixe DE. 
Pour construire cette graduation, remarquons que si le levier et le 
plateau vide étaient sans pesanteur, le poids Q entrainerait OB dans 
la position verticale OE et si on place ensuite un corps P dans le 
plateau, comme les moments de P et Q doivent être égaux par rapport 
au point O, on aura 


Q.Fb—P.Aa oubien Q.FO. sin BOE — P. OA sin AOE 
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qui devient 
Q. FO. tang BOE — P, OA, 


parce que l’angle BOA est droit par hypothèse. On tire de là 


P OA 
tang BOE — Q' FO 
et en donnant successivement à P les valeurs 4, 2, 3... kilogrammes, 
on connaîtra les valeurs correspondantes de l'angle BOE que l’on por- 
tera sur le quart de cercle ED en indiquant en B la valeur du poids P. 
Mais les choses ne se passent pas ainsi en réalité; le poids du bras de 
levier OA et du plateau vide écarte OB de la position verticale OE et 
le place, à vide, dans une position Od que lon marquera sur le 
limbe ED. On peut concevoir cet effet comme obtenu par un certain 
poids p suspendu en À et faire abstraction de la pesanteur du bras OA ; 
alors si on désigne par « l’angle connu dOE ; il viendra, en remplaçant 


P par p, 


et lorsqu'un corps P sera placé dans le plateau, il faudra considérer 
celui-ci comme portant en réalité la charge P + p, de sorte que l’on 
aura 

__ P+p OA P OA 

tang BOE = ——". -— ©. + tang «. 

ô Q ‘FO  Q FO 3% 
cette équation fait connaître la loï de la graduation du limbe DE ct 
conduit à une construction géométrique très simple. Sion la met sous 


la forme 


P QOF 


comme le second membre est constant, on voit que tang BOE — tang « 
est proportionnel au poids P et que par conséquent, en prenant OE 
pour rayon des tables trigonométriques, ce ou tang BOE — tang « est 
proportionnel au poids P; d’où il suit que si l’on marque sur la tan- 
gente EH les points c et g correspondants à une charge nulle et à une 
charge d’un kilogramme, les points correspondants à des charges de 
2, 3... kilogrammes se trouveront en portant à la suite de cg des 


14 
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longueurs égales à cg. La graduation du limbe s’effectue en joignant 
le centre O à ces différents points de division. 

76. Équilibre des poulies. — On appelle poulie une roue traversée 
par un axe fixe autour duquel elle a la liberté de tourner et dont la 
circonférence est creusée en gorge pour recevoir un cordon aux extré- 
mités duquel sont appliquées la puissance et la résistance dans un plan 
perpendiculaire à l’axe. Quand la poulie est immobile, on peut la 
réduire à un levier coudé AOB (fig. 55) dont les deux bras sont égaux 
et aux extrémités desquels les deux forces P et Q agiraient normale- 
ment; car on peut, sans troubler l’équilibre, considérer les parties 
extrêmes du cordon comme fixées aux points de contact À et B, puis 
supprimer toutes les parties de la poulie qui ne contribuent pas immé- 
diatement à l’équilibre et ne conserver par la pensée que les deux 
rayons qui aboutissent à ces points. Comme les moments par rapport 
au point O, P.AO et Q.BO sont égaux quand il y a équilibre, on voit 
que les forces P et Q doivent être égales. Si la poulie n’était pas cir- 
culaire, l'égalité des deux forces serait encore nécessaire pour l’équi- 
libre, pourvu que l’on fit abstraction du frottement qu’exerce la corde 
dans la gorge; car les forces étant inégales, il est évident que la plus 
grande des deux entrainerait le cordon en le faisant glisser. L'égalité 
des forces est donc nécessaire autant que l'égalité des moments. D’où 
il suit que l’équilibre d’une poulie non circulaire n’est possible que 
dans les positions où les cordons sont à égale distance de l’axe. La 
pression que supporte l’axe O est représentée par la résultante de ces 
deux forces, résultante qui divise l’angle ACB en deux parties égales 
et est égale à 


4 AB 
p/P? + Q? + 2PQ cos « — Py/2 (1 + cos a) — 2P cos ja— 51 P 


en représentant par a l’angle formé par les directions de P et Q. Si 
les cordons sont parallèles, « est nul et la pression devient 2P. 
77. Poulie mobile. — Dans la poulie proprement dite, l’axe est 
fixe. Quand l’axe est lui-même mobile, on obtient une autre machine 
dite poulie mobile dans laquelle la puissance et la résistance sont dis- 
posées d’un autre manière. À l’axe O (fig. 56) de la poulie est appli- 
quée la résistance R par l’intermédiaire d’une pièce 00” appelée 
chappe. L'une des extrémités du cordon est fixée en A'et à l’autre 
extrémité est appliquée la puissance P de manière que les deux 
cordons et la résistance soient renfermés dans un même plan. Pour 
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trouver les conditions d'équilibre, remarquons que si la machine 
est immobile, on peut sans troubler l’équilibre rendre l’axe o fixe 
et substituer au point fixe À une force Q équivalente à la pression 
qu'éprouve ce point. Dans cette hypothèse la machine devient une 
poulie fixe dont l’axe supporte une pression représentée par R; or, 
l’on a vu (N° 76) 4° que les forces .P et Q sont égales, 2 que la 
direction de R divise en deux parties égales l'angle formé par Pa 
et Qa’ ct enfin 5° que R est donné par 


| | aa’ 
R— 92P cos -x—— P; 
2 ao 
d'où il suit que l’on a 
P:R— 00 : «aa, 


è 
c’est-à-dire que dans la poulie mobile, 4° {a puissance est à la ré- 
sistance comme le rayon de la poulie est d la sous-tendante de l’arc de 
la poulie embrassé par le cordon et 2° la tension supportée par le 
point fixe À est égale à la puissance P. 

On construit des machines composées de plusieurs poulies mobiles, 
réagissant les unes sur les autres comme l'indique la figure 57. En dé- 
signant par t, {’ les tensions des cordons ao’ et do”, la première 
poulie mobile o sera en équilibre sous l’action des forces P et t, la 
seconde 0’, sous l’action de t et £ et la troisième 0”, sous l’action 
de & et Q; on a donc les proportions 


P:t— ab: ao 

t:l— de: do’ 

t:Q—= gh : go”, 
d’où l’on tire, en multipliant termes à termes, 

P :Q — ab.de.gh : ao.do'. go". 
Cette proportion apprend que dans une semblable machine, la puis- 
sance est à la résistance comme le produit des soustendantes des arcs 
embrassés par les cordons est au produit des rayons des poulies. 
On déduit aussi des proportions précédentes les valeurs des tensions 

t et {’ des cordons et par conséquent des efforts auxquels les points 


fixes c, f et k doivent résister. Si les cordons sont parallèles, les sous- 
tendantes deviennent des diamètres et la proportion précédente devient 


P:Q—92:1 
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ou généralement, # étant le nombre de poulies mobiles, 
P:Q—2:1. 


78. Equilibre du moufle. — On appelle moufle (fig. 58) un système 
de plusieurs poulies ayant un axe commun ou ayant leurs axes portés 
par la même chappe. Les machines dans la composition des quelles 
entre le moufle, en contiennent ordinairement deux, dont l’un est 
attaché à un point fixe et l’autre est mobile. Un mème cordon fixé 
par l’une de ses extrémités à l’une des chappes passe alternativement 
dans la gorge de l’une des poulies fixes et de l’une des poulies mobiles; 
à l’autre extrémité est appliquée la résistance Q destinée à faire équi- 
libre à une puissance P appliquée à la chappe mobile Pour trouver 
les conditions d'équilibre, il suffit de remarquer que d’une part, le 
cordon étant unique doit être également tendu dans toutes ses parties 
et que d’un autre côté, la machine étant immobile, on peut sans 
troubler l’équilibre, considérer les poulies mobiles comme attachées 
à leur chappe commune ; alors la force P sera tenue en équilibre par 
les tensions de tous les cordons qui aboutissent à cette chappe; si donc 
on suppose ces cordons parallèles entre eux et en nombre n, comme 
la tension commune est Q, la résultante des tensions agissant paral- 
lèlement sur la chappe mobile sera nQ et l’on aura 


P—nQ ou Q:P—1:n 


c’est-à-dire, que dans le moufle, la puissance est à la résistance comme 
l'unité est au nombre de cordons qui aboutissent à la chappe mobile. 

79. Équilibre du treuil. — Le tour ou treuil est un appareil com- 
posé d’un cylindre ordinairement horizontal AB (fig. 59), mobile 
autour de son axe dont les extrémités se nomment tourillons, et d’une 
grande poulie CD ayant son centre placé dans l’axe du cylindre et son 
plan perpendiculaire à cet axe. Dans la gorge de cette poulie, à laquelle 
on donne le nom de roue, est fixé un cordon à l’extrémité duquel 
on applique la résistance Q. Sur le cylindre, qu’on nomme arbre, 
s’enroule en sens inverse un autre cordon portant un poids P qui tient 
lieu de puissance et faisant avec AB un angle droit. Pour trouver le 
rapport entre P et Q nécessaire pour l’équilibre, remarquons que cet 
appareil étant un corps solide mobile autour d’un axe, il résulte du 
N° 45 que les moments des forces qui tendent à le faire tourner en 
sens inverse doivent être égaux; on a donc pour condition d’équilibre 


Q.0E — P.0F ou P:Q—0E:07F 
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c'est-à-dire, que la puissance est à la résistunce comme le rayon de la 
roue est au rayon de l'arbre. 

Les pressions que supportent les deux tourillons A et B se déter- 
minent en remarquant que les forces P et Q peuvent être transportées 
parallèlement à elles-mêmes en P’ et Q’, en introduisant deux couples 
P.0’F et Q.0E perpendiculaires à l’axe, couples qui sont égaux et de signes 
contraires quand il y a équilibre. L’axe n’éprouve donc d’autre pres- 
sion que celle qui provient de P’ et de Q’ agissant en 0’ et o. Décom- 
posons chacune de ces deux forces en deux autres parallèles et appli- 
quées en À et B; les résultantes des deux composantes qui agissent 
sur chacun de ces points seront les pressions des tourillons. 

Si les cordes qui s’enroulent sur l’arbre et sur la roue avaient des 
diamètres sensibles, il faudrait aux rayons de l’arbre et de la roue 
ajouter le rayon de la corde afin de réduire celle-ci à son axe. 

La résistance n’est pas toujours transmise à la machine au moyen 
d'une corde qui s’enroule sur la roue; souvent cette force est appli- 
quée à un levier encastré dans l'arbre et figurant un rayon de cette 
roue. Lorsque la force est perpendiculaire à ce levier et renfermée 
dans un plan perpendiculaire à l’arbre, la proportion précédente doit 
être maintenue; dans le cas contraire, la résistance Q est la com- 
posante estimée normalement à l’axe et la plus courte distance de 
cette force à l’axe tient lieu de levier. 

80. Équilibre d’un système de treuils. — La condition d’équilibre 
d'un appareil composé d’un système de treuils réagissant les uns sur 
les autres comme l'indique la figure 60, s'obtient en remarquant que 
l'équilibre doit exister dans chaque treuil en particulier; si donc on 
désigne par t et {’ les tensions des cordons ce et fh, les forces P et #, 
tet F, t’ et Q devront se faire équilibre autour de chaque treuil, ce 
qui exige que l’on ait 

| P:t— ac: ab 
t:t— df:de 
t:Q—g:gh, 
d’où l’on tire en multiplant, 
P : Q — ac.df.gi : ab.de.gh 
c'est-à-dire, que la puissance estala résistance comme le produit des 
rayons des arbres est au produit des rayons des roues. 

81. Équilibre d’un système de leviers. — Proposons-nous de 

chercher les conditions d'équilibre d’une machine composte d’un 
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assemblage de leviers droits ou coudés AB, BC, CD (fig. 61), réagis- 
sant les uns sur les autres et ayant pour points d'appui O, O0’, 0”. Si 
on désigne par P et Q la puissance et la résistance qu’on supposera 
perpendieulaireaà OA et O”D et par t, t’ les pressions exercées en B 
et C par le bras d’un levier sur celui du levier suivant, pressions que 
nous supposerons dirigées perpendiculairement à OB et O'B, O’C 
et 0”C, on doit pour assurer l’équilibre de chaque levier, avoir les 
, proportions suivantes : 


P:t— 0B:OA 
t:t —0C:0B 
t : Q = 0"D : 0"C. 
En les multipliant, on trouve 
P : Q — OB.0'C.O0"D : OA.0’B.0"C 


c’est-à-dire, que la puissance est à la résistance comme le produit des 
bras de levier placés du côté de la résistance est au produit des bras 
de levier placés du côté de la puissance. 

Les proportions précédentes donnent aussi les valeurs des pressions 
tet {”. 

82. Équilibre d’un système de roues dentées. — On appelle roue 
dentée un cercle matériel d’une certaine épaisseur, mobile autour de 
son axe et ayant sa circonférence garnie de filets saillants ou dents 
disposés régulièrement de manière à engrener avec les filets ou dents 
d’une roue juxta-posée. Ordinairement une roue dentée fait corps 
avec une seconde roue concentrique et d’un rayon plus petit appelée 
pignon. Considérons l’appareil représenté par la figure 62, dans 
lequel la première roue dentée est remplacée par une grande poulie 
dans la gorge de laquelle est enroulé un cordon tiré par la ré- 
sistance Q. Le dernier pignon est aussi remplacé par un arbre autour 
duquel est enroulé un autre cordon portant un poids P ou la puissance. 
Le rapport nécessaire entre P et Q pour qu’il y ait équilibre, se 
trouve en remarquant que si l’on supprime par la pensée toutes les 
parties matérielles qui ne servent pas immédiatement à maintenir 
l'équilibre, l'appareil se réduit à un système de leviers aa’, aa”, a”a” 
droits ou coudés, ayant leurs points d'appui en c, ©’, c” et réagissant 
les uns sur les autres comme au N° 81. On a donc la proportion 


P:Q—= ac.a'c.a"c" : ca’.c'a”.c'a” 








= Um RER mm 
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c'est-à-dire que dans un système de roues dentées en équilibre, la 
puissance est à la résistance comme le produit des rayons des roues 
est au produit des rayons des pignons. 

83. Équilibre dans le cric. — Le cric que l’on emploie pour soule- 
ver de grands fardeaux, est composé d’une barre de fer AB (fig. 65) 
garnie de dents qui engrènent avec ceüxs d’un pignon F tournant 
autour d’un axe F au moyen d’une manivelle G. La barre et le 
pignon sont ordinairement renfermés dans une boite ou chasse CD. 
Le fardeau ou la puissance P se place sur la tête À de la barre ou 
sur le crochet B situé à l’autre extrémité et le pignon en tournant 
avec la manivelle à laquelle on applique la résistance Q, soulève la 
barre et par suite le fardeau. On trouve le rapport de la puissance à la 
résistance pour l’équilibre, en remarquant que le fardeau agit sur le 
pignon de la même manière que s’il était suspendu à lextrémité d’un 
cordon enroulé sur ce pignon, et la puissance appliquée à la manivelle 
peut être considérée comme agissant tangentiellement à une roue 
ayant GF pour rayon. De cette manière, le cric se trouve transformé 
en un tour et le rapport de la puissance à la résistance est donné par 
le rapport du rayon de la roue ou de la manivelle au rayon du pignon. 

On donne plus de puissance à cette machine, en plaçant entre le 
pignon de la manivelle et la barre, une roue dentée munie de son 
pignon. La machine qui prend alors le nom de cric composé (fig. 64) peut 
être comparée à un système de roues dentées, et il est visible que 
le rapport de la puissance à la résistance est égal au rapport du pro- 
duit des rayons de la roue et de la manivelle, au produit des rayons 
des deux pignons. 

84. Équilibre des cordes. — Une corde mathématique cest une ligne 
inextensible, parfaitement flexible en tout sens, sans épaisseur et sans 
pesanteur. Pour qu’une corde devienne une machine dans l’acception 
donnée à ce mot (N° 74), il faut que l’un de ses points soit rendu fixe 
ou du moins, soit géné par un obstacle. Soit done O un point fixe au- 
quel est lié la corde BAC (fig. 65) au moyen de la corde AO. Aux 
points B et C sont appliquées la puissance P et la résistance Q. Pour 
qu'il y ait équilibre, il faut qu’en désignant par { la tension du 
cordon AO, les trois forces P, Q et t se fassent équilibre autour du 
point À, ce qui exige que l’on ait 


P:Q:t— sin CAO : sin BAO : sin BAC. 


Cette double proportion fait connaître la tension t et le rapport de 
P à Q. 
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Si la corde BAC, au lieu d’être attachée à la corde AO au point A, 
avait la liberté de glisser dans un anneau ou dans un nœud A, les pro- 
portions précédentes ne sufliraient plus pour assurer l’équilibre; il 
faudrait en outre que les forces P et Q fussent égales pour que la 
corde ne glissät pas dans l’anneau. Cette double proportion apprend 
qu’alors la droite AO divise l’angle BAC en deux parties égales et que 
la tension t est égale à P multiplié par le rapport du sinus de BAC ou « 
au sinus de la moitié de cet angle, c’est-à-dire que t est égal à 
à 2P cos : a. 

85. Problèmes. — Ce qui précède donne immédiatement la solution 
du problème suivant, qui n’est qu’un cas particulier de la théorie du 
polygone funiculaire auquel on donne aussi le nom de machine funi- 
culaire. Une corde est attachée aux deux points fixes À et Bet en un 
point C de cette corde est suspendu un poids P. On demande la 
position d'équilibre ainsi que les tensions t et l’ (fig. 66) qu'éprouvent 
les cordes AC et BC, c’est-à-dire les pressions des points de suspension 
À et B. Comme les tensions t et £’ font équilibre à P, ces trois forces, 
c’est-à-dire les deux cordons et P doivent se trouver dans un même 
plan, lequel est vertical puisque P est un poids. Cela posé, si dans 
ce plan on mène la verticale AY et l’horizontale AX, la forme d’équi- 
libre sera donnée par l’angle BAX, puisque le triangle ABC est donné 
par ses trois côtés et cet angle est connu puisqu'on donne les coordon- 
nées du point de suspension B. Quant aux tensions f et t’, comme on 
doit pour l'équilibre avoir les proportions 


t: P — sin PCB : sin ACB 
t : P— sin PCA : sin ACB, 


celles-ci donneront les valeurs de t et t’, car l’angle ACB se déduit 
du triangle ABC, l'angle PCA est égal à l'angle connu CAX augmenté 
d’un angle droit et l’angle PCB est le supplément à quatre angles 
droits, des angles connus PCA et ACB. 

Si le poids P au lieu d’être attaché au point C de la corde ACB, 
était suspendu à un anneau ayant la liberté de glisser sur cette corde, 
il faudrait, comme on l’a vu, ajouter aux deux proportions la con- 
dition que les forces t et {” sont égales ou que la droite CP divise 
l'angle ACB en deux parties égales. La position du point C sera ainsi 
complètement déterminée, car si on désigne par x, y ses coordonnées 
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rapportées à l'horizontale AX et à la verticale AY, et par a, b les 
coordonnées connues de B, on aura pour exprimer que la corde ACB 
a une longueur invariable L, 


at + y + px — a) + (y —b} —l 


et pour exprimer que la verticale CP divise l’angle ACB en deux par- 
ties égales ou que les droites AC et CB font avec l’axe des Y des 
angles égaux, | 


Ces deux équations résolues par rapport à x et 3 feront connaître la 
position du point C. 

Il est à remarquer que ce point, lorsqu'il se déplace, décrit une 
ellipse qui a A et B pour foyers et AC et BC pour rayons vecteurs. 
Comme la verticale CP divise l’angle ACB des rayons vecteurs en deux 
parties égales, cette verticale est une normale à l’ellipse et par con- 
séquent la tangente en C est horizontale. On voit donc que le poids 
s’arrêtera au point le plus bas possible. 

Appliquons encore la théorie de l’équilibre des cordes, à la solution 
du problème suivant : une corde ABCD (fig. 67) est attachée en A et D 
et porte deux poids P et P’ suspendus aux nœuds B et C. Trouver sa 
forme d'équilibre. 

Désignons par {, l’, |” les longueurs des trois cordons, par a, a’, a” 
leurs inclinaisons sur une verticale et par m et n la distance horizon- 
tale AD’ des points A et D et leur différence de niveau DD”. On a vu 
(N° 65) que le polygone est renfermé dans un plan vertical. De plus 
comme la somme algébrique des projections horizontales et verticales 
des cordons est égale à AD’ et à DD”, on a 


Lsin a + l'sin a’ + l’sina”"—m 
l cos a + l' cos a’ + l’eos a” = n. 


En outre les conditions d’équilibre des nœuds B et C fournissent les 
proportions suivantes, { étant la tension du cordon BC, 


P:t—sin(g —a):sina 
t: P'— sin a” : sin (a” — a’). 
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Ces quatre équations feront connaître les valeurs de f et a, a’, a” qui 
déterminent la forme du polygone. Les proportions : 


Q:t—sina':sina, Q':t—sin a :sin a” 
feront ensuite connaître les tensions Q et Q’ des cordons extrêmes 
BA et CD. 


Si le poids P’ était inconnu et qu’on demandät la valeur qu’il devrait 
avoir pour que le cordon BC eut une inclinaison donnée, fut horizon- 


e # 4 Tr e. (4 ? 
tal par exemple, on ferait a’ égal à 5 et les quatre équations étant ré- 


solues donneraient les valeurs de a, a”, t et P’. 
Si BC était une droite rigide portant en E un poids R, on décompo- 
serait R en deux poids P et P’ appliqués en B et C, savoir 


et en substituant leur valeur dans les quatre équations précédentes, 
on déduirait de celles-ci les valeurs des quatre inconnues a, a’, a” et t. 

Enfin si l’on demandait de déterminer la position que doit avoir le 
point E sur la droite rigide BC pour que cette droite ait une inelinaison 
donnée, pour qu’elle soit horizontale par exemple, on ferait a’ égal à 
un angle droit et en remplaçant P et P” par les valeurs données plus 
haut, la distance BE deviendrait la quatrième inconnue. 

86. Équilibre sur un plan incliné. — La machine à laquelle on 
donne le nom de plan incliné se compose d’un plan sur lequel est 
appuyé un corps soumis à l’action de deux forces qui se font équilibre. 
Si le corps n’est appuyé qu’en un seul de ses points, il faut évidem- 
ment et il suffit pour l’équilibre que la résultante des deux forces soit 
normale au plan au point d’appui, et tende à presser le corps contre 
le plan, ce qui exige 1° que les deux forces et la normale élevée sur 
le plan au point d'appui soient renfermées dans un même plan, 2° que 
le point de rencontre des deux forces soit renfermé dans la normale 
et 3° que les moments des deux forces soient égaux par rapport au 
point d'appui qui doit être un des points de la résultante. Il suit de là 
que si AB (fig. 68) représente le plan incliné, P et Q les deux forces 
et C lé point d'appui, le plan de la figure étant celui qui contient les 
deux forces et la normale CD au plan AB, on doit avoir pour l’équilibre 


P.Cp — Q.Cq 


ou hien, en désignant par « et B les inclinaisons de P et Q sur la nor- 
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male CD et remplaçant Cp et Cq par leur valeur tirée des triangles 
rectangles DCp et DCg, 


Psin a— À sin $. 


Cette équation de condition de l’équilibre entre la puissance P et la ré- 
sistance Q exprime évidemment que ces forces estimées parallèlement 
au plan sont égales et directement opposées. La pression que supporte 
le plan est la résultante de P et Q dirigée suivant CD. Cette résul- 
tante peut s’obtenir en décomposant P et Q respectivement en deux 
forces dirigées suivant DC et ft’; la somme des composantes suivant 
DC ou 
P cos « + Q cos B 


représente la pression, tandis que les deux autres se détruisent. 
Ordinairement l’une des deux forces, la résistance Q (fig. 69) par 
exemple, est le poids même du corps appliqué à son centre de gra- 
vité G; alors le plan AB devient un plan incliné sur l’horizon AH 
et les conditions d’équilibre peuvent se modifier de la manière sui- 
vante : 4° la puissance P et le centre de gravité G doivent être renfer- 
més dans un plan vertical perpendiculaire au plan incliné, ou, ce qui 
revient au même, le plan qui contient la force P et le centre de gravité 
doit être perpendiculaire à l’intersection À du plan incliné et du plan 
horizontal. 2° Le point de rencontre de P et de la verticale Q passant 
par le centre de gravité doit être contenu dans la normale élevée sur 
le plan au point d’appui C et 3° on doit avoir 


Psinx—0Qsinp 


a et B étant les inclinaisons de P et de Q sur la normale CD. Il est 
visible que B est aussi l’inclinaison À du plan sur l’horizon. 

Si on suppose successivement la puissance P horizontale et parallèle 
au plan incliné, l'angle « devient complémentaire de B dans le pre- 
mier cas et droit dans le second; la troisième condition d'équilibre 
prend donc l’une ou l’autre des deux formes 


PcosBf—Qsins ou P—Qsin£. 


En construisant le triangle rectangle ABH dans lequel AB, AH et BH 
se nomment longueur, base et hauteur du plan incliné, ces équations 
deviennent en remplaçant 8 par sa valeur tirée de ce triangle, 


P BH P BH 
Q AH’ Q AB 
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c’est-à-dire, que dans le premier cas, la puissance est à la résistance 
ou au poids, comme la hauteur du plan incliné est à sa base. Dans 
le second, la puissance est au poids comme la hauteur est à la lon- 
gueur. 

Lorsque le corps, au lieu d’être appuyé par un seul point contre 
le plan incliné, l’est par plusieurs points ou par une base d'une 
certaine étendue, il faut et il suffit pour l'équilibre que la puis- 
sance et la résistance aient une résultante normale au plan et que 
celle-ci tombe dans l’intérieur de la base. Si la résistance est le 
poids même du corps, la première condition exige que la puissance 
et le centre de gravité soient renfermés dans un plan perpendieu- 
laire à l'intersection À du plan incliné et de lhorizon. La seconde 
condition exige que la normale abaïissée sur le plax du point de 
rencontre de P et de Q tombe dans l’intérieur de la base. La pro- 
portion entre le poids et la force P reste la même que ci-dessus. 

Si un point matériel pesant m ayant un poids Q ne pouvait que 
glisser le long d’une courbe donnée AB (fig. 70) et qu'il fut retenu 
en équilibre par une force P, il faudrait pour l’équilibre que la résul- 
tante de Q et P fut normale à la courbe et par conséquent à sa tan- 
gente t{’ au point m, c’est-à-dire que les composantes de Q et de P 
dans le sens de la tangente fussent égales et opposées (N° 43), condi- 
tion qui peut servir à trouver les rapports de grandeur et de position 
de la force P et du poids Q. Dans l'hypothèse où P serait renfermé 
dans le plan vertical passant par la tangente t{’, les conditions d’équi- 
libre seraient celles qui ont été trouvées au commencement de cet 
article, et en désignant comme plus haut par 8 l’inclinaison de tt sur 
l'horizon, on aurait 


P—Qsins ou P—Qtangf 


selon que P est parallèle à tt’ ou dirigé horizontalement. 

87. Équilibre dans la vis. — Passons à la recherche des conditions 
d'équilibre dans la vis. La vis, considérée comme machine, se com- 
pose d’une vis proprement dite et de son écrou. La première est 
ordinairement rendue fixe par une de ses extrémités et une pres- 
sion est exercée sur l’écrou parallèlement à l’axe de la vis. Cette 
pression tend à déplacer l’écrou en le faisant tourner autour de la vis; 
une seconde force est donc nécessaire pour empêcher l’écrou de 
tourner et c’est le rapport entre ces deux forces qu’il s’agit de déter- 
miner. Avant de le chercher, rappelons-nous que la vis proprement 
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dite se compose d’un cylindre à base circulaire revêtu d’un filet saillant 
adhérant à la surface et tourné en hélice, dont la construction peut 
se concevoir de cette manière : on trace sur la surface convexe une 
hélice (voir le calcul différentiel, N° 412) et l’on fait glisser un poly- 
gone le long de cette courbe, de manière que l’un des sommets y 
étant appuyé et le côté adjacent restant appliqué contre la surface, 
le plan du polygone passe constamment par l’axe du cylindre. Ce 
polygone, qui est ordinairement un rectangle ou un triangle, engendre 
ainsi le filet saillant. Le pas de vis est l'intervalle entre deux filets 
consécutifs. 

On nomme écrou un corps de forme quelconque percé d’un orifice 
cireulaire de même diamètre que le cylindre, et dont la paroi inté- 
rieure porte en creux une rainure dans laquelle s’adapte exactement 
le filet saïllant de la vis, de sorte que l’écrou ne peut avancer qu’en 
tournant autour du cylindre. Pour établir les conditions d'équilibre, 
supposons la vis verticale et remarquons que si un point matériel 
pesant m" est placé sur la face supérieure du filet et assujetti soit par 
un fil horizontal Om soit de toute autre manière, à rester à la même 
distance de l’axe O0”, ce point m glissera en vertu de son poids Q le 
long de la face du filet, en décrivant une hélice AmB ayant le même 
pas que l’hélice primitive tracée sur le cylindre. Pour empécher ce 
glissement le long de la courbe AmB, l'intervention d’une force P 
sera nécessaire et si on suppose celle-ci dirigée horizontalement et 
perpendiculairement au rayon Om, on devra avoir pour l'équilibre 
(voir le N° 86) 

P:Q—tanga:1, 


a étant l’angle formé par la verticale Q avec une normale à la 
courbe AB et renfermée dans le plan de P et Q, ou, ce qui revient 
au même, « étant l’angle constant formé par les tangentes de l’hélice AB 
avec la base du cylindre; on a donc en désignant par p le pas de 
l’hélice et par r le rayon du cylindre sur lequel se trouve tracé AB 
(voir le calcul différentiel, N° 1412), 


P:Q—=9p:72rr. 


Si le point matériel pesant » au lieu d’être retenu directement par 
une force P, était appuyé contre un levier horizontal OC ayant son 
point d'appui dans l’axe en O, et qu’une puissance P” parallèle à P fut 
appliquée à l’extrémité de ce levier en C, en désignant par P la 
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pression horizontale du point m contre le levier, on aurait d’une part 
P:Q=9p:2rr 


et d’un autre côté, 
P':P—7r:0C; 


d’où l’on tire en multipliant, 
P':Q— pr : 2r.r.0C. 


Dans cette proportion, r disparait et il vient en désignant par [ le 
levier OC, 
P':Q = p :9rl 


c’est-à-dire, que la puissance est à la résistance comine le pas de la 
vis est à la circonférence qui a le levier pour rayon. 

Considérons maintenant une vis avec son écrou. Supposons la vis 
verticale et sur l’écrou plaçons un poids ou une résistance Q, et 
adaptons y un levier oC prolongé par la pensée jusqu’à l’axe du 
cylindre en o. Le poids que nous supposerons réduit à un point 
matériel, peut être transporté en un point quelconque de l’éerou; 
car on sait qu’on peut effectuer cette translation en introduisant un 
certain couple dont le plan est ici vertical et par conséquent parallèle à 
l'axe 00’ du cylindre ; ce couple peut donc être transporté dans un plan 
passant par cet axe fixe contre lequel les forces viennent se détruire. 
Cela posé, si on transporte le poids Q (fig. 72) en un point de l’écrou 
placé verticalement au-dessus du point a où le levier rencontre la 
surface du cylindre, on pourra faire abstraction de l’écrou et con- 
sidérer le poids comme remplacé par un point matériel pesant a 
assujetti à glisser sur l’hélice ab, tandis qu’une force P agissant ho- 
rizontalement à l'extrémité du levier oaC s'oppose à ce glissement. 
Or, on vient de voir que l’on a la proportion 


P:Q=p:2rl, 


d’où il résulte que dans la vis, la puissance est à la résistance dans 
le rapport du pas de la vis à la circonférence ayant le levier pour 
rayon. Le plus souvent le poids Q est remplacé par une pression 
exercée par l’écrou sur un corps placé entre lui et le plan fixe AB. 
Cette pression tient'alors lieu de résistance. Si l’écrou au lieu d’être 
mobile, était rendu fixe, et que l’on fit tourner la vis au moyen d’un 
levier encastré, il est visible que ce rapport ne serait pas changé. 
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88. Vis sans fin. — La vis sans fin se compose d’une vis sans 
écrou AB (fig. 73) portant un filet saillant en hélice et mobile autour 
de deux tourillons À et B; elle est munie d’une manivelle sur laquelle 
agit la puissance P. Contre la vis et dans le plan de son axe est placée 
une roue dentée fixe dont les dents viennent s’appuyer contre le filet 
saillant de la vis qui ne peut tourner sans que le filet ne fasse avancer 
la dent en la pressant et par conséquent ne fasse tourner la roue; de 
sorte que si on adapte à celle-ci un arbre horizontal bc et qu’un 
poids Q soit suspendu à une corde s’enroulant sur l'arbre, la rota- 
tion de la manivelle déterminera l’ascension du poids Q. On trouve 
le rapport entre P et Q en remarquant que si P’ est la pression 
exercée en a par la dent contre le filet de la vis parallèlement à 
son axe, p le pas de la vis, / le rayon de la manivelle, R et r les 
rayons de la roue et de l’arbre, on a par suite de l’équilibre de la vis, 


P:P'=9p:92rl 
et par suite de l’équilibre du treuil, 
P':Q—r:R, 
d'où l’on tire en multipliant, 
P:Q= pr :2rlR. 


89. Equilibre dans le coin. — On appelle coin un prisme triangu- 
laire que l’on introduit au moyen d’une force appliquée à l’une de 
ses faces, entre les deux parties d’un corps que l’on veut écarter. 
Les instruments tranchants sont done de véritables coins. Soit MN 
(fig. 74) un corps quelconque, BEC une ouverture ou une fente, dans 
laquelle on introduit le prisme ou coin abc. Une force P agissant 
en un point À de la face ac ou téte du coin déterminera en B et C 
des pressions Q et Q’ normales aux faces.ou côtés ab et bc, qui tendront 
à écarter les parties BM ct CN du corps. Pour trouver les valeurs de 
ces pressions et les positions que doivent avoir les points A, Bet C, 
remarquons que les trois forces P, Q, Q’ devant se faire équilibre 
sur le coin, doivent être renfermées dans un même plan perpendicu- 
laire aux arêtes du coin puisqu'il contient trois normales aux trois 
faces et doivent passer par un même point D. Il faut donc que les 
points d'appui B, C et le point d’application À soient renfermés dans 
un semblable plan et soient les pieds des perpendiculaires abaissécs 
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d’un même point D sur les trois côtés du triangle a, b,°c. Comme 
chacune des trois forces est proportionnelle au sinus de l'angle 
formé par les deux autres et que ces angles sont les suppléments 
des trois angles a, b, c, ce qui résulte de la considération des qua- 
drilatères BDCb, ADCc, ADBa dans lesquels deux angles sont droits, 
on à la proportion 


P:Q0:Q'—sinb:sinc:sina 
et par conséquent | 
P:Q:Q'— ac: ab: bc 
qui fait connaître les deux pressions. On voit qu’elles sont d'autant 


plus considérables que la tête ac est plus petite ou que l’angle b est 
plus aigu. 
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Vitesse virtuelle et moment virtuel. Démonstration du principe des vitesses vir- 
tuelles. — Démonstration a priori. — Propositions fondamentales de la statique 
déduites du principe des vitesses virtuelles. — Principe des vitesses virtuelles 
dans les machines. — Applications à la recherche de quelques courbes d’équi- 
libre. — Méthode analytique pour appliquer d’une manière générale le principe 
des vitesses virtuelles. — Maximum et minimum dans les positions d'équilibre. 
Condition d'équilibre dans les machines à poids. 


90. Vitesse virtuelle et moment virtuel. Démonstration du principe 
des vitesses virtuelles. — Les conditions d’équilibre trouvées précé- 
demment pour des forces appliquées soit à un système de points liés 
entre eux d’une manière invariable, soit à une machine, peuvent se ré- 
sumer en une seule équation de condition qui les renferme toutes ; 
cette condition générale à laquelle on a donné le nom de principe des 
vitesses virtuelles consiste en ce que, si à un système de forces en 
équilibre réunies par des liens inextensibles on imprime un déplace- 
ment infiniment petit quelconque compatible avec les conditions des 
liaisons, les points d'application de chaque force décriront de petites 
lignes telles que la somme des produits des forces par la projection de 
chacune de ces lignes sur la direction de la force, sera égale à zéro. On 
nomme vitesse virtuelle d’une force le déplacement infiniment petit 
de son point d'application et moment virtuel, le produit de la force 
par la projection de la vitesse virtuelle sur sa direction. Ce moment 
est positif si la projection tombe sur la direction de la force, et négatif 
si elle tombe sur le prolongement ou en d’autres termes, comme la 


16 
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projection de la vitesse virtuelle n’est autre chose que la quantité dont 
la force avance ou recule pendant le déplacement virtuel, on prend 
positivement les moments virtuels des forces qui avancent et négative- 
ment ceux des forces qui reculent et le principe général consiste en 
ce que la somme algébrique des moments virtuels d’un système de 
forces en équilibre est toujours nulle. 

Pour le démontrer d’une manière générale, considérons d’abord le 
cas où toutes les forces sont appliquées à un même point. Si on 
imprime à celui-ci une vitesse virtuelle ds et qu’on désigne par c, 
«’ etc., et a les angles formés par les forces P, P’ etc. et par leur résul- 
tante R avec la direction de ds, comme la résultante estimée dans une 
direction est égale à la somme des composantes estimées dans la même 
direction (N° 12),ona 


R cos a —= P cos « + etc. 


et en multipliant par 65, 


Rds cos a — Pds cos «x + etc. 


mais dscosa, 98 cos a etc. ne sont autre chose que les projections 
de ds sur R, P, P’ etc. ; en désignant donc celles-ci par dr, dp, dp' ete., 
on aura 

Rôr = Pdp + P'dp’ + etc. — 2Pop. 


Si le point d’application commun est entièrement libre, il faut pour 
l'équilibre que R soit nul; on a donc dans ce cas 


2Pdp — 0. 


Si le point n’est pas libre, mais assujetti à demeurer sur une surface 
ou sur une courbe, la résultante ne devra pas être nulle, mais devra 
être normale à la surface ou à la courbe, et comme le seul déplace- 
ment compatible avec cette condition est dirigé suivant la tangente à 
la courbe décrite, et par conséquent perpendiculaire à la direction 
de R, la projection dr sera nulle et on aura également 


2Pdp — 0. 


En second lieu, le principe des vitesses virtuelles se vérifie aussi dans 
un système de deux forces égales T et T’ opposées et appliquées aux 
extrémités d’un fil inextensible, c’est-à-dire que si AB (fig. 75) et A’B’ 
représentent le fil avant et après le déplacement, on doit avoir 


T.Aa + T’.Bb — 0; 
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en effet, si « est l’angle infiniment petit que forme A'’B’ avec AB, 
comme ab est la projection de A’B’ sur AB, on a 


ab — A'B’ cos « 
ou plutôt 
ab — A'B’ 


parce que le cosinus d’un angle infiniment petit est égal à l’unité, 
aux infiniment petits près du second ordre; or, à cause de l’inexten- 
sibilité du fil, les longueurs AB et A’B’ sont égales; on a donc aussi 


ab — AB et par suite Aa — Bb, 


c’est-à-dire que Aa et Bb sont égaux et de signe contraire, ce qui 
vérifie l’équation des vitesses virtuelles précédentes. En troisième 
lieu, l’équation des vitesses virtuelles se vérifie encore lorsque deux 
forces T et T’ (fig. 76) se font équilibre par l’intermédiaire d’un cor- 
don inextensible AOB passant dans un anneau ou sur une poulie placée 
en O; en effet on sait que pour l’équilibre les deux forces T et T’ 
doivent être égales et en outre, si le déplacement virtuel amëne le 
point A en À’ et le point B en B’, on aura 


Oa — OA’ cos A’Ox — OA, 0Ob — OB/ cos bOB’ — OB7, 


parce que les angles A’OA et B'OB sont infiniment petits; il suit 
de là que 
AO + OB’ — aO + Ob 


et comme AO + BO est égal à A'O + B'0 à cause de l’inextensibilité 
du fil, on a aussi 
aO + 0b — AO + OB 


ct par suite, 
AO — a0 — 0b —— OB ou bien Aa — Bb, 


ce qui vérifie l’équation des vitesses virtuelles. 

I] suit de là que si aux deux extrémités A et B d’un cordon inexten- 
sible on applique des forces en nombre quelconque en équilibre, 
l'équation des vitesses virtuelles se vérifiera pour toutes ces forces ; 
en effet la tension T’ du cordon transportée par la pensée au point À, 
fait visiblement équilibre à toutes les forces appliquées en ce point; 
la somme totale de leurs moments virtuels est donc nulle et le moment 
virtuel de T’ est égal à la somme des moments des forces pris avec des 
signes contraires. Pour le même motif le moment virtuel de T est 
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égal à la somme des moments des forces appliquées en B; or la somme 
des moments virtuels de T et de T’ est nulle quand le fil est inexten- 
sible; la somme des moments virtuels des forces appliquées en A et en 
B est donc nulle. 

Si dans les deux cas que nous venons d’examiner, le cordon n’était 
pas inextensible, mais était élastique et formant ressort, la somme 
des moments virtuels T.Aa + T’. Bb n’aurait pas été nulle, et en la 
mettant sous la forme T (Aa + Bb), Aa + Bb serait l'allongement or 
du fil pendant le déplacement virtuel et cette somme des deux moments 
virtuels formant le moment virtuel du ressort, deviendrait 

Tor, 
c’est-à-dire, la tension du ressort multipliée par son allongement, de 
sorte que, en rétablissant les forces en nombre quelconque appliquées 
aux deux extrémités du cordon et qui produisent sa tension , la somme 
de leurs moments virtuels ne serait pas égale à zéro comme dans le cas 
de l’inextensibilité, mais c’est cette somme augmentée du moment 
virtuel de la tension qui serait nulle. 

Considérons maintenant un système de forces quelconques, réagis- 
sant les unes sur les autres au moyen de fils inextensibles, libres ou 
passant sur des poulies ou dans des anneaux et ayant quelques-uns de 
ses points assujettis à glisser sur des courbes ou des surfaces. Pour 
que l’équilibre ait lieu dans tout le système, il faut que les forces qui 
agissent sur chaque nœud, y compris les tensions des cordons qui y 
aboutissent et les pressions des courbes ou des surfaces, se fassent 
équilibre. Si donc on désigne par P, P’.... les forces proprement dites 
qui agissent sur le premier nœud, par T.….. les tensions des cordons 
qui y aboutissent et par n la pression de ce point contre une surface 
ou une courbe, on doit avoir 


2Pdp + 2Tdt + ndr — 0. 
Autour des autres nœuds on aura de même 
3P'op" + 2T'08 + 1]'0r — 0 
2P/dp" + 2T"0€" + n”0x” — 0 


et par conséquent en additionnant 
2Pdp + zP'p" + 2P/0p"...... + ETdt + ST'OE + 


+ nr -+ Il'dx + etc. — 0. 
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Or dans les sommes des moments virtuels des tensions des cordons, 
chaque tension est comprise deux fois, et il résulte de ce qui précède 
que ces sommes partielles prises deux à deux sont nulles. On a vu 
aussi que les moments virtuels des pressions ndx, fl’êr’ etc. sont égaux 
à zéro, si la surface est fixe et dépourvue d'’élasticité; l’équation pré- 
cédente se réduit donc a 


2Pdp + zP'dp" + etc. — 0 


ce qui est conforme à l’énoncé du principe. 

91. Principe des vitesses virtuelles dans un système à ressorts. —Si 
les cordons au lieu d’être inextensibles étaient élastiques, les sommes 
des moments virtuels des tensions ne seraient plus nulles deux à deux, 
mais d’après la remarque du numéro précédent, deviendraient 


Tdr, Tor’... 


en désignant par dr, dr’... les allongements virtuels de ces cordons. 
L’équation des vitesses virtuelles prend alors la forme suivante 


2Pdp...... + Tor = 0, 


d’où il résulte que lorsqu'il existe dans le système en équilibre, des 
ressorts ou fils élastiques, l’équation des vitesses virtuelles subsiste 
encore pourvu que les tensions des fils ou ressorts soient rangées au 
nombre des forces et que l’on prenne pour les moments virtuels le 
produit de la tension du ressort par son allongement virtuel. 

92. Réciproque du principe des vitesses virtuelles. — La réciproque 
de cette proposition est également vraie, pourvu que le système soit à 
liens inextensibles, c’est-à-dire que, si le principe des vitesses virtuelles 
se vérifie dans un système de forces sans ressorts, ces forces sont en 
équilibre; en effet si cela n’était pas, le déplacement aurait lieu sponta- 
nément d’une certaine maniére et il est évident qu’en introduisant des 
forces convenables Q, Q’, Q”... . dans le sens inverse du déplacement 
spontané de chaque point, on maintiendra l’équilibre et l’équation 
des vitesses virtuelles devra avoir lieu dans le nouveau système de 
forces pour un déplacement quelconque possible et par conséquent 
pour le déplacement spontané; on aurait donc, 


EPdp + 53Qdq = 0 
et comme, par hypothèse zPdp est nul, on devrait avoir 
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ce qui ne peut avoir lieu à moins que les forces Q, Q’, Q”...… ne 
soient nulles; car il résulte du mode d’action de ces forces en sens 
inverse du déplacement du point d’application, que tous les mo- 
ments virtuels Qdq, Q'éq'…. sont de même signe et que par conséquent 
la somme ne peut être nulle sans que chaque moment soit nul séparé- 
ment. Il est visible que si les forces introduites pour maintenir l’équi- 
libre Q, Q’.... sont nulles, cela indique que le système primitif était 
en équilibre. 

93. Démonstration a priori du principe des vitesses virtuelles. — 
La démonstration précédente suppose connue la loi de la composition 
des forces. Les considérations suivantes conduisent à une démonstra- 
tion a priori, c’est-à-dire indépendante de toute notion de statique, 
du moins pour le cas où le système est à liens inextensibles. Soit 
ABCDE (fig. 77) un polygone renfermé dans un plan vertical; sur ce 
polygone faisons passer une chaîne sans fin uniformément pesante ct 
parfaitement flexible ABCDEFA ; celle-ci restera en équilibre, car la 
cause qui ferait tourner la chaîne serait une cause sans effet, puisque 
malgré le mouvement, le système se présenterait toujours dans des 
circonstances identiques. Supposons de plus AE horizontal; alors la 
partie pendante AFE de la chaîne sera formée de deux parties symé- 
triques et les tensions en A et FE seront par conséquent égales; d’où 
il résulte qu’en la supprimant, la partie de la chaîne ABCDE sera 
encore en équilibre, quelle que soit la forme du polygone. Récipro- 
quement, si la chaine ABCDE est en équilibre sur le polygone, on doit 
en conclure que les extrémités À et E sont placées au même niveau, 
car si cela n’était pas, si par exemple la droite EA’ différente de EA 
était horizontale, la chaine A’BCDE serait aussi en équilibre et on 
serait conduit à cette conséquence absurde, que la partie AA’ devrait 
se maintenir par son propre poids sur le plan AB. La condition néces- 
saire et suflisante pour l’équilibre est donc celle qui exprime que la 
somme des projections sur une verticale MN, des côtés du polygone 
situés à droite du point culminant C, est égale à la somme des projec- 
tions des côtés placés à gauche, c’est-à-dire qu’en désignant par 
a, a a”... les angles formés avec une horizontale par les côtés 
l, 0, 0... prolongés dans le même sens, la condition d’équilibre 
nécessaire et suffisante est exprimée par l’équation 


lsin a + l’ sin & + l” sin a” + etc. — 0. 


Lorsque cette somme n’est pas nulle, une valeur positive indique 
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que la projection verticale de la partie ABC l’emporte sur la projection 
de CDE, ce qui détermine un mouvement de la chaine dans le sens 
EDCBA; une valeur négative correspondant à un mouvement en sens 
inverse. 

Concevons la chaîne comme composée de chainons juxta-posés et 
enfilés par un cordon parfaitement flexible ABCDE, comme des grains 
de chapelet. Il est évident que l'équilibre ne sera pas troublé quand 
tous les chainons appuyés sur un même côté du polygone seront rem- 
placés par des poids uniques P, P’, P”, P””’, égaux à la somme des 
chaînons; d’où il suit que des poids P, P’, P”, P’”’, appuyés sur les 
côtés du polygone ABCDE, proportionnels à ces côtés et liés par un fil 
ABCDE, resteront en équilibre. 

Cela posé, si dans un système de forces on substitue à celles-ci 
des poids équivalents suspendus à des fils verticaux passant dans des 
poulies de renvoi €, c’, €”... convenablement disposés dans un même 
plan vertical, l’équilibre subsistera encore et un mouvement virtuel 
imprimé au système fera monter et descendre ces poids P, P’...….. de 
quantités infiniment petites égales aux déplacements virtuels dp, dp'… 
des forces. Or, on peut toujours construire un polygone plan ABCDE 
ayant ses côtés proportionnels aux poids ou aux forces P, P’.... et fai- 


? 
sant avec l’horizon des angles ayant pour sinus À , se …. ds étant 
quelconque mais supérieur à tous les dp, dp'.….; alors si on dispose 
chaque poulie de renvoi au-dessus du côté correspondant du polygone 
et que l’on fixe la longueur du cordon de suspension de manière que 
les poids touchent respectivement ces côtés, il est clair qu’en concevant 
tous les poids reliés par un fil continu ABCDE, un glissement ds de ce 
fil sur le polygone fera descendre chaque poids de la même quantité 


dp que lorsqu'il était libre, puisque le glissement de P le long du côté 


étant ds, la projection verticale est ds X ou dp, de sorte que le dé- 
placement virtuel restera identiquement le même soit que le spoids 
ou les forces agissent indépendamment les uns des autres, ou que les 
forces forment un tout continu composé d’un cordon appuyé sur le 
polygone et portant des poids distribués sur tous ses côtés; or on a 
vu qu’il y a équilibre dans ce cordon si les poids sont proportion- 


nels aux côtés {, l’, l”.... et si l’on a 


L sin a + l’ sin a’ + l”’ sin a” +... — 0; 
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en remplaçant donc l, l’, l”...… par P, P', P”..... et sin a, sin a’... 
par 2 , ‘e …….) il y aura équilibre dans le système si l’on a 


dp ,dp" .,dp” 
Pas Ps? ds 


qui se réduit à l’équation des vitesses virtuelles 


Pdp + P'dp' + P'dp" + etc. = 0. 


+ ete. = 0, 


Réciproquement, s’il y a équilibre, l’équation des vitesses virtuelles 
doit avoir lieu, puisque l’on a vu que la première de ces trois équa- 
tions doit alors exister, et si l’équilibre est rompu, le mouvement 
de la chaine aura lieu dans le sens EDCBA ou dans le sens inverse, 
suivant que cette somme sera positive ou négative. 

Observons que l’on a supposé la chaîne libre de glisser dans les 
deux sens et par conséquent, le système libre d'effectuer son déplace- 
ment virtuel dans les deux sens opposés. Si le déplacement n’était 
libre que dans le sens ABCDE, par exemple, il suffirait d'exprimer 
que la partie CDE de la chaîne ne peut entrainer la partie ABC, ou 
que le point E n’est pas placé plus bas que le point À, ce qui conduit 
à la condition 


sin a + l’ sin a’ + l” sin a” + ete. > 0 
et par conséquent, 
Pdp + P'dp' + P'dp” + etc. > 0. 

94. Propositions fondamentales de la statique déduites du prin- 
cipe des vitesses virtuelles. — On déduit du principe des vitesses 
virtuelles toutes les propositions de la statique relatives aux conditions 
d'équilibre et à la composition des forces. Nous nous bornerons aux 
théorèmes fondamentaux en commençant par le parallèlogramme des 
forces. 


Considérons trois forces P, Q, R en équilibre autour d’un point; 
on doit avoir pour un déplacement quelconque de ce point, 


Pdp + Qdq + Rdr — 0; 
or, si le déplacement se fait perpendiculairement au plan de deux 
forces P et Q, dp et dq sont nuls et il vient 


Rdr — 0, 
d’où il suit que 
dr — 0, 
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ce qui n’a lieu que si le déplacement est aussi perpendiculaire à R ou 
bien si P, Q et R sont renfermés dans un même plan. En second lieu 
si le déplacement se fait perpendiculairement à l’une R des trois forces 
et dans le plan qui les contient toutes les trois, dr sera nul et on aura 
simplement 

Pdp + Qdq — 0, 


ou bien en appelant ds la vitesse virtuelle du point et «, B, 7 les 
angles compris entre Q etR, PetR, Pet Q, 


Pds. sin B + Qds. sin « — 0, 
d’où l'on tire 
Psinf—Qsinx et P:Q—sin «:sin f. 
On trouvera de même après un déplacement virtuel perpendiculaire 
à Q, 
P:R—=sinz:sin?}; 

d’où l’on conclut que chaque force est proportionnelle au sinus de 
l'angle formé par les deux autres. Il est facile de conclure de là que 
l'une des trois forces est égale et directement opposée à la diagonale 


du parallélogramme construit sur les deux autres. \ 
Pour trouver les conditions d’équilibre d’un système de forces appli- 


« 


quées à un point, on remarquera que si ce point se déplace d’une 
quantité ds faisant des angles a, b, c, avec trois axes rectangulaires 
fixes, et si on désigne par dp, dp'….. les projections de ds sur 
P, P’, P”..., on doit avoir 


Pdp + P'dp + etc. — 0; 


or si («, B, y), (x’, B’, y)... sont les angles formés par P, P’... avec ces 
axes, les cosinus des angles formés par ds avec P, P’... sont donnés par 


cos & COS « + COS b cos B + cos c cos y, 


cos a cos &’ + cos b cos B’ + cos c cos y’, 


les projections dp, dp’.... de la vitesse virtuelle sont donc 
ds (cos a cos « + cos b cos B + cos c cos y),.… 
et l'équation des vitesses virtuelles devient 


2Pds (cos a cos « + cos b cos B + cos c cos y) — 0 
17 
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que l’on peut écrire de cette manière : 


ds cos a EP cos & + ds cos bzP cos B + ds cos cxP cos y — 0 


ou bien en désignant par dx, dy, dz les projections de ds sur les trois 
axes, c’est-à-dire, ds cos a, ds cosb, dscos c, 


dxxP cos « + dyxP cos B + dzEP cos y = 0. 


Cette équation devant avoir lieu pour toute direction de ds, doit 
subsister pour toute valeur de dx, dy, dz; elle se décompose donc 
dans les trois suivantes 


EPcosa—0, zPcosB—0, >xPcosy—0 


qui sont en effet les équations d’équilibre trouvées précédemment. On 
trouve les conditions d’équilibre d’un point matériel tiré par la force R 
et assujetti à demeurer sur une surface, en remarquant que la vitesse 
virtuelle ds doit être placée sur la surface ou dans le plan tangent, 
puisque le point ne peut pas sortir de la surface; désignant donc par a 
l'angle formé par R avec ds, comme l’équation des vitesses virtuelles est 


R cos ads — 0, 


on en conclut que cos a est nul ou que a est droit pour tous les 
déplacements virtuels, c’est-à-dire que la force R est normale à toutes 
les lignes tracées sur la surface autour du point d'application, ou que 
la force est normale à la surface. 

Si le point matériel est assujetti à rester sur une courbe, la vitesse 
virtuelle sera un élément de cette courbe et l’on trouvera comme 


plus haut 


Tr 
Rcosads— 0 ou cosa—0, et a= 3% 


qui exprime que R est normal à la courbe. 

On sait que lorsque des forces ont une résultante, le moment de 
celle-ci par rapport à un axe quelconque est égal à la somme des 
moments des composantes (N° 55), ou bien comme cette résultante 
prise en sens inverse maintient le système en équilibre, la somme 
totale des moments par rapport à un axe, d’un système de forces en 
équilibre est égale à zéro. Pour démontrer ce théorème par le prin- 
cipe des vitesses virtuelles, décomposons chaque force P en deux 
autres P cos d et P sin d, l’une parallèle à l’axe et l’autre perpendi- 
culaire, puis imprimons au système une rotation « autour de l’axe. 
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Chaque point d'application aura une vitesse virtuelle perpendiculaire 
à l’axe et par conséquent aux composantes parallèles P cos à qui n’au- 
ront pas de moment virtuel; quant aux composantes P sin d, si on 
désigne par p la distance de la force P à l’axe, la rotation « fera 
avancer celte composante d’une quantité pw, le moment virtuel sera 
donc pwP sin à et l'équation des vitesses virtuelles deviendra 


zpoP sin 9 — 0, 


ou plutôt, en remarquant que la rotation w est la même pour tout le 
système, 
@>Pp sind —0O c’est-à-dire ZxPp sin d — 0 


qui est le théorême énoncé plus haut, puisque Pp sin d est le moment 
de P par rapport à l’axc. 

Enfin on trouve les conditions d'équilibre de forces appliquées à un 
systéme de forme invariable en lui imprimant successivement six dé- 
placements virtuels, les trois premiers parallèlement à chacun des 
trois axes rectangulaires auxquels on rapporte les points du système et 
les trois autres, autour de ces trois axes. Si «, B, y sont les angles 
formés par P avec les axes coordonnés, cette force pourra être rem- 
placée par les trois composantes P cos «, P cos 8, P cos y et dans le 
déplacement virtuel & parallèle à l’axe X, la composante P cos & aura 
seule un moment virtuel qui sera eP cos x; la somme est donc xeP cos « 
ou plutôt s2P cos x, parce que ce déplacement & est le même pour toutes 
les forces. Comme les forces sont en équilibre, on doit avoir 


ezP cosæ—0O et par conséquent 2:P cos «x — 0. 


Les déplacements virtuels parallèles aux axes YŸ et Z conduiront aux 
deux autres équations d’équilibre dites de translation 


EP cos5 — 0, >xP cos y — 0. 


Quant aux déplacements virtuels autour des trois axes, on vient de 
voir que les équations auxquelles on est conduit, expriment que les 
sommes des moments des forces par rapport aux trois axes sont nulles. 
On sait que ces sommes sont données par >P (z cos 8 — y cos y), 
2P (x cos y — z cos «), 2P (y cos « — x cos B) et par conséquent les trois 
équations d'équilibre dites de rotation sont 


2P(zcosB—ycosy) —0, 2>P (x cos y — z cos «) — 0, 
EP (y cos « — x cos B) = 0. 
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Observons que le nombre d’équations d’équilibre ne saurait être 
supérieur à 6 et que par conséquent de nouveaux déplacements vir- 
tuels ne peuvent conduire à d’autres équations de condition, quand le 
système est de forme invariable ; en effet si le système se compose de 
n points d'application de forces, il faut et il suffit pour assurer l’équi- 
libre, d'exprimer que les 3n coordonnées de ces points sont constan- 
tes; on doit done avoir 3n équations de condition entre ces coordonnées 
et on ne saurait en avoir un plus grand nombre. Or la condition de 
l’invariabilité de la forme du système est exprimée au moyen de 
3n — 6 équations de condition exprimant d’abord que trois des points 
sont entre eux à des distances invariables ce qui donne lieu à 3 équa- 
tions et que les n — 3 autres points sont à des distances invariables 
des 3 premiers, ce qui donne encore 3 (n — 3) ou 53n — 9 équations, 
ce qui fait en tout 32 — 6: On ne peut donc à ces 3n — 6 équations en 
ajouter au-delà de 6 nouvelles, et celles-ci suffiront pour que les coor- 
données des n points soient déterminées. 

La même marche conduit aux conditions d’équilibre d’un système 
de forces parallèles, mais les six équations se simplifient; en effet si 
les forces sont parallèles, les angles «, B, 7 sont les mêmes pour toutes 
les forces, les trois équations d’équilibre de translation deviennent 
donc 


cos «ZP — 0, cos BEP — 0, cos y:P — 0, 


qui se réduisent à 
EP = 0; 


quant aux équations d'équilibre de rotation, elles deviennent 
cos B:Pz — cos y2Py — 0 
cos yE2Px — cos «>2Pz — 0 


cos a>2Py — cos B>Px — 0 


dont l’une est visiblement comprise dans les deux autres. Ces équations 
d'équilibre ont plus de généralité que celles que l’on a trouvées 
au N° 23; mais on retrouve ces dernières en supposant le plan des 
XY perpendiculaire aux forces, car alors « et fB sont des angles 
droits, y est nul et les deux premières équations se réduisent à 


5Py—0, :Px—0. 


95. Principe des vitesses virtuelles dans les machines. — L'équation 
générale des vitesses virtuelles prend une forme très simple dans les 
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machines qui ne contiennent aucun ressort et dans lesquelles les 
cordons, s’il y en a, sont inextensibles ; en effet, toutes les fois que 
les forces qui s’y font équilibre se réduisent à une puissance P et une 
résistance ©, le principe donne 


Pdp + Qq = 0 
ou ; 
P 99 
Q 


dans laquelle dp et dq sont les quantités infiniment petites dont les 
forces P et Q avancent ou reculent lorsqu'on écarte très peu la 
machine de sa position d'équilibre. Comme les variations dp et dq 
doivent être de signe contraire pour que le second membre soit positif 
comme le premier, on voit que si l’une des forces avance, l’autre 
doit reculer, et les deux forces en équilibre sont dans le rapport 
inverse des quantités infiniment petites dont elles avancent ou reculent. 

C'est cette propriété des machines qui a mis les géomètres sur la 
voie du principe général dont nous nous occupons. On en déduit fort 
simplement le rapport de la puissance à la résistance, sans connaître 
la composition d’une machine, puisqu'il suffit de mesurer les variations 
dp et dqg. On peut aussi en déduire toutes les conditions d'équilibre 
qu'on vient de trouver pour les machines. S'il s’agit du levier AOB 
(fig. 78) et des deux forces P et Q, imprimons lui un déplacement 
virtuel autour d’une droite quelconque OB’ passant par le point fixe O 
et rencontrant la force Q en B’; la vitesse virtuelle de Q sera visible- 


ment nulle et l’équation des vitesses virtuelles se réduira à 
Pdp—0 d'où dp —0. 


Pour que la projection dp sur P soit nulle ou pour que la force P 
n'avance pas, il est nécessaire que P soit coupé par toutes les droites 
telles que OB’ et par conséquent il faut que P soit renfermé dans le 
plan qui contient la force Q et le point O; les deux forces et le point 
fixe doivent donc être renfermés dans un même plan. En second licu, 
si on abaisse du point O les perpendiculaires Op et Og sur les direc- 
tions des forces et qu’on fasse tourner le système autour de O dans le 
plan de ces forces, P reculera de pp’, Q avancera de gg’ et l’équation 
générale devient 
P.pp' — Q.gq — 0; 


or, en désignant par « l’angle de rotation infiniment petit pOp' 
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ou g0q’ et par p et q les deux perpendiculaires Op et Og, on a 
PP =pPp.w, qq —q.w; 


d’où il résulte que 
P.p.w — Q.qg.w—0 ou P.p—0Q.Q 


comme on l’a trouvé plus haut. 

Pour le moufle, il est visible que si la résistance P (fig. 58) descend 
d’une quantité €, le cordon qui enveloppe les poulies s’allongera 
de n.e, n étant le nombre de cordons aboutissant à la chape mobile 
et 1l viendra 

Qne — Pe — 0 
d’où 
P — nQ. 

Dans le treuil (fig. 59), en imprimant à la machine un mouve- 
ment de rotation très petit w autour de l’axe, la corde de P s’en- 
roulera sur l'arbre de rayon r, d’une quantité wr, la corde de Q 
se déroulera de œR et il viendra comme au N° 79, 


Q.R«w — Pro —0 d'où QR—P.r. 


Pour trouver les conditions d'équilibre d’un corps appuyé par un 
de ses points C sur le plan incliné (fig. 68), menons par le point 
C un axe quelconque qui vienne rencontrer la force P et imprimons 
un mouvement virtuel autour de cette droite; ce moment virtuel 
de P sera nul et comme la somme des moments virtuels de P et de Q 
est égale à zéro, le moment de Q devra aussi être nul ce qui ne 
peut arriver que si tous les axes qui rencontrent P rencontrent 
aussi la force Q, ce qui exige que les deux forces et le point 0 
soient renfermés dans un même plan. En second lieu, de l’un des 
points de la force Q abaissons une normale sur le plan AB et impri- 
mons un déplacement virtuel autour de cette normale. Il en résultera 
un glissement du point d'appui C sur le plan et comme le mo- 
ment virtuel de Q est nul, celui de P devra l'être également, ce qui 
exige que P soit rencontré par cette normale ct par conséquent que 
les forces P et Q soient renfermées dans un plan perpendiculaire à AB, 
plan qui, comme on l’a déjà vu, doit passer par C. En troisième lieu 
si au point C on élève sur le plan AB une normale jusqu’à la force Q, 
que par le point de rencontre D on mène une droite perpendiculaire 
au plan qui contient P, Q et C et que l’on imprime au système un 


PO vu 7 en 
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mouvement de rotation autour de cette perpendiculaire, le moment 
virtuel de Q sera nul et par conséquent celui de P qui ne pourra ni 
avancer ni reculer ce qui exige que P rencontre l’axe de rotation et 
vienne passer par le point D, d’où il résulte que le point de rencontre 
des deux forces doit se trouver dans la normale élevée au point 
d'appui sur le plan incliné. En quatrième lieu si on communique 
au système un mouvement virtuel autour du point C dans le plan 
QDP, en désignant par w le déplacement angulaire et par p et q les 
perpendiculaires Cp et Cq, Q avancera de q.w, P reculera de p.w et 
l'équation générale devient 


Q.q.ù — P.p.w — 0, 
d'où l’on tire 
Q.q == P.p 
qui est la quatrième condition d'équilibre. 

Enfin, si dans la vis (fig. 72) on fait faire à l’éerou une fraction 9 
de révolution, le point C décrira une portion 0 de la circonférence 
qui a pour rayon 0C ou /, c’est-à-dire, que la force P avancera de 
2r.0l, l’écrou montera d’une portion 8 d’un pas de vis, c’est-à-dire 
que le poids Q reculera de 8p et le principe général donne 


P.9x0.l — Q.8.p — 0 
d’où l’on tire 
P:Q—=p:2rl. 

96. Applications à la recherche de quelques courbes d'équilibre. — 
Appliquons encore le principe des vitesses virtuelles à la solution du 
problème suivant : aux deux extrémités d’un fil inextensible PAQ 
passant sur une poulie À (fig. 79) sont attachés des poids P et Q. 
L'un des deux P est assujetti à glisser sur une courbe donnée BC. 
On demande quelle doit être la courbe DE pour que le poids Q glissant 
sur celle-ci fasse constamment équilibre à P. 

En désignant par p et q les distances Pp et Qq des deux poids à 
une horizontale HH’ passant par À, la condition d’équilibre sera 


Pop + Qdq = 0. 
Comme cette équation doit exister pour toutes les positions des poids 
ou pour toutes les valeurs successives de dp et dq, on pourra consi- 


dérer son premier membre comme une différentielle qui est constam- 
ment nulle et en intégrant on aura 
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Si on désigne par r et r” les rayons vecteurs AP et AQ des deux courbes, 
par t et ? les angles PAH et QAH' et par la longueur totale PAQ du 
cordon, on aura visiblement 


p=rsint, g—=rsint, r+r—=l; 
l’équation d'équilibre devient donc 
P(—7r)sint +Qr'sint —=C, 
ou, si { —r est l’équation polaire de BC, 
P(l—r)sine(—7r) + Qr'sint —C. 


Cette relation entre r’ et f{’ représente l’équation polaire finie de la 
courbe DE. La constante arbitraire C dépend de la valeur de la verti- 


cale AD, c’est-à-dire de la valeur de »” correspondant à # _ 


Si la courbe BC est un are de cercle ayant son centre en O et ayant 
OA = a pour rayon, l’équation polaire { — or prend la forme 


er 
— arc sin — : 
2a ? 


ru 
et on trouve pour 





. . 
la fonction + ({ — r’) devient donc arc sin Sa 


l'équation finie de la courbe DE, 





— 2 
p{ r) + Qr’ sin  — C. 
2a 


Quand on détermine la constante C de manière que AD soit nul, et qu’on 


fait L égal à ay/2 et à égal à y/2, il vient 


P=2 (1 a sin e)=2e 3 — sin ?”) 


qui est, comme on peut s’en assurer, l'équation de lépicycloïde 
engendrée par un point du cercle du rayon a 2 roulant sur un autre 
cercle de même grandeur. 

Ce problème trouve son application dans la théorie de la construc- 
tion des ponts-levis. Le cercle AB est celui que décrit l’extrémité P 
d’un pont-levis OP (fig. 80), à laquelle est attachée une chaîne PAQ 
passant sur une poulie A et tirée par un contre-poids Q glissant sur 


0 UE Re Rene 
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l’'épicycloïde AE qui est connue sous le nom de sinusoïde. Le poids P 
représente la composante du poids R du pont mobile appliqué au cen- 
tre de gravité G et décomposée en deux autres appliqués en P et en O. 
Cette dernière est détruite par la résistance du point fixe O. 

Le pont-levis OA (fig. 81) peut aussi être maintenu en équilibre au 
moyen d'un parallélogramme à charnières BCOD dont un côté BD pro- 
longé d’une quantité DQ égale à DO porte à son extrémité un contre- 
poids Q glissant contre la culée OQ du pont. La condition d’équilibre 


Rdr — Qdg — 0 
conduit, comme plus haut, à l'intégrale 
Rr—Qq=cC, 


parce que l’équilibre doit subsister dans toutes les positions et cette 
équation se réduit à 

Rr — Qqg — 0 
parce que, quand le tablier est horizontal, r et q, c’est-à-dire, GH 
et 0Q sont visiblement nuls. Le triangle GHO donne en désignant GO 
par let l’angle GOH par 8, 


r — l sin 0. 


Le triangle isocèle ODQ donne en désignant OD ou BC par a et en 
remarquant que l’angle DOQ égal à DQO est complémentaire de OaQ 
lequel est égal à GOH ou 86, 


q = 0Q = 20d = 2a sin 0. 
L’équation d'équilibre devient en substituant, 


Rlsin6—Q.2asine ou R _2a 

Q 1! 
qui en effet est satisfaite indépendamment de toute valeur de 6. 
Remarquons que puisque dans le triangle rectangle a0Q les distances 
DQ et DO sont égales, il faut que aD soit aussi égal à ces droites. La 
longueur de Qa est donc invariable et égale à 2a, ce qui apprend que 
le point a de la tringle BQ reste constamment dans une droite horizon- 
tale Oa. , 

97. Méthode analytique pour appliquer le principe des vitesses 
virtuelles. — Les conditions d'équilibre d’un système de forces de 
forme quelconque se déduisent de l'équation des vitesses virtuelles 
d’une manière analytique très générale; remplaçons P par ses compo- 
santes X, Ÿ, Z parallèles à trois axes fixes ; si x, y, z sont les coor- 
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données du point d'application de P, un déplacement virtuel de ce 
point fera prendre à x, y, z les accroissements dx, d'y, dz, les moments 
virtuels de X, Ÿ, Z seront Xdx, Ydy, Zdz et l’équation des vitesses 
virtuelles prendra la forme suivante : 


2 (Xdx + Ydy + Zdz) + 2Tdt = 0, 


le signe x désignant une somme de même nature étendue à toutes les 
forces P, P’, P”...… Les variations dx, d'y, dz, dx’... dt, dt’... ne sont 
assujetties dans cette équation qu’à la seule condition d’être compatibles 
avec les conditions de liaisons des différents points du système. Ces 
conditions sont en général exprimées-par des équations 


L—0, M—0..... 
les unes de la forme . 


Ga +u— LS né pots 
ee) + W— yY + ep 6 


et exprimant que les distances / des points (x, y, z) et (x', y’, z') etc., 
sont invariables ou que la distance des points (x, y, z) et (x”, y”, z”) 
est égale au cordon élastique t ete., d’autres de la forme 


f(my2—=0, f(,y,7)—=0 


exprimant que certains points (x, y, z), (x’, y’,z').... doivent glisser 
sur des surfaces données, etc. Les déplacements des différents points 
d'application, pour être compatibles avec les conditions des liaisons, 
devront donc satisfaire aux équations 

dL dL dL 


dL 
de + y + + Te ox + ete. = 0 


tt — (x — x) (dx — da”) + (y — y") (dy — d'y") + (x — 7") (dz — d'z”) 


que l’on obtient en donnant à x, y, z, x’, y’, 7... t,t"…. dans L, M... 
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les accroissements dx, dy, dz.... dt, c’est-à-dire, en prenant les diffé- 


rentielles de | 
L—0, M—0...… 


avec la caractéristique d. Si on remplace les dt en fonction de 
dx, 0x"... et qu’on élimine le plus grand nombre possible de varia- 
tions dx, dy, dz, dx’... entre ces dernières équations différentielles et 
l'équation des vitesses virtuelles, celle-ci prendra la forme 


Qùx + Rdy + Sdz + etc. — 0 


dans laquelle les variations restantes dx, dy, dz, dx’ etc., ne seront 
plus soumises à aucune condition et seront par conséquent arbitraires. 
Il résulte de là que les coefficiens Q, R, S.... doivent être nuls sépa- 
rément, puisqu'on pourra supposer successivement toutes ces variations 
nulles à l'exception d’une seule dx et qu'’alors le produit Qdx ne 
pourra être nul que par le fait de Q. Les conditions d'équilibre seront 
donc 
Q—=0, R—0, S—0...… 


Ces équations expriment des relations nécessaires pour l’équilibre 
entre les coordonnées, les forces X, Ÿ, Z.... et les tensions T, T'...…. 
À ces équations il faut en joindre d’autres de la forme 


T=ot, T4... 


exprimant la loi qui lie la tension du ressort à son allongement, loi 
qui doit être donnée. On aura ainsi toutes les équations nécessaires 
pour déterminer les coordonnées en fonction des forces ou pour fixer 
la forme d’équilibre du système. 

Comme cette méthode générale trouve ses principales applications 
en dynamique, nous nous bornerons à l’appliquer à la solution du 
problème suivant : un point matériel pesant P est suspendu par 
quatre fils obliques t, t’, t”, t”” attachés à des points fixes À, B, C, D de 
l’espace, on demande la position d'équilibre du point P sachant que 
ces fils sont élastiques et connaissant leur loi d’élasticité. 

Prenons le point À pour origine des coordonnées et désignons par 
(a’b'e’), (a”b'c”), (a”b'”c””), (xæyz) les coordonnées des points B, C, D 
et P, par T, T”, T”, T”” les tensions des quatre cordons et par 
t, t', ”, t”’ leurs longueurs. L’équation des vitesses virtuelles donne 
en supposant l’axe des Z vertical, 


Pdz + Tdi + T'ot" + T'o8” + T08 = 0 
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à laquelle il faut joindre les équations de eondition.....({) 
= xt + y + 2° 
= (x — a) + (y — 0Ÿ + (2 — 0)? 
=(c— a) +(y—0Ÿ +(G—c) 
= (x — a" + (y — 0"Ÿ + (z— cc} 
qui donnent en différentiant, 
tt — «dx + ydy + zdz 
Pot = (x — à) dx + (y — D”) dy + (z — ce”) dz 
dt" = (x — a”) dx + (y — Db) dy + (x — c)dz 
0" = (x — à) de + (y — D) dy + (z — ©) dz. 

Si dans l’équation des vitesses virtuelles on remplace ot, dt’, dt”, of” 


par leur valeur et qu’on égale à zéro les coefliciens des trois variations 
indéterminées dx, dy, dz, on sera conduit aux équations suivantes : 


T T’ T” T’” 
P+nz+o(—c)+-; Lee) +2 r(z—c)—=0 
t v v 
T’ Vy T’” 
Lot Lu 0) + L(x— 0) + — (x — a”) —0.....(2) 
l { t 
T” T'” 


+ UD) + — 0) + — 0") = 0 


Aux sept équations (4) et (2), joignons les quatre équations qui 
expriment la loi de l’élasticité des fils, savoir 
t — pT, lt — PT’, r’ — p” T”, t’"- —— p” TT’ ... (3) 
et l’on disposera de 41 équations pour déterminer les valeurs des 
A4 inconnues x, y, 2, t, €, dt”, &, T, T, T, T7. 
En admettant que les allongements des fils soient proportionnels à 


leur tension et en désignant par l, l”, l”, l”, leur longueur avant 
qu’ils ne soient tendus, on devra poser 


t—IU+OT), VAR OT), EU (1 OT), PLU (A HOT). 


Si on suppose l’élasticité proportionnelle à la longueur des fils, on 
posera 


T — 0ë, T'’ — 0'#’, TT” — 01” T’” — 0”’£"”. 
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Dans ce dernier cas, on trouve pour x, y, z, les valeurs suivantes : 
a’0° + a”’0” + a”’6”” b'0’ + b''e" + b'"0"” 

= —————_—— = 

0 + 0’ + 9” + Q’”’ y 0 + 9’ + 9" + Q””’ 

c'9’ + c'e” + c’9""’ — P 


T— 9 + 9’ + 0” + g’”’ ° 


9 


Il est remarquable que quel que soit le nombre de fils et la loi de leur 
élasticité, le problème dont on vient de s'occuper est entièrement 
déterminé, pourvu que les fils soient élastiques, tandis que si les fils 
avaient été inextensibles, le nombre d’équations aurait été insuffisant 
et le problème aurait été indéterminé. Cette question est visiblement 
de la même nature que celle des pressions sur les points fixes, dont 
on s’est occupé au N° 50. 

98. Maximum et minimum dans les positions d'équilibre. Con- 
ditions d’équilibre dans les machines à poids. — Lorsque dans l’équa- 
tion des vitesses virtuelles 


2 (Xdx + Ydy + Z0z) + 2Tt— 0, 


la somme (Xdx + Ydy + Zdz) + (X'0x’ + Y'Oy' + Z'd7') + etc. est une 
différentielle exacte d’une fonction (x, y, z, x’, y', zx...) des 
variables xyz, x'y'z’ etc. considérées comme indépendantes, l'équation 
des vitesses virtuelles sera une différentielle totale exacte, puisque les 
tensions T sont des fonctions des longueurs t des liens élastiques et 
l'égalité à zéro de cette différentielle exprime que la somme de fonctions 


px, y: 2, à, y, 2’). + Zt 


est un maximum ou un minimum, c'est-à-dire, que les valeurs des 
coordonnées x, y, z, etc. dans la position d'équilibre du système cor- 
respondent au maximum ou au minimum de cette somme de fonctions. 
On voit par là comment une question d’équilibre peut se transformer 
en une question de maximum et réciproquement. 

Lorsque toutes les forces du système se réduisent à des poids 
pouvant s’appuyer sur des surfaces inflexibles et que les liens sont 
privés d’élasticité, en prenant l’axe des Z vertical, l’équation des 
vitesses virtuelles devient 


Emgdz — 0 ou gEimoxz — 0. 


Comme :2m9z est la différentielle exacte de 2mz correspondant à un 
déplacement quelconque, cette équation exprime que 2mz est, dans la 
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position d'équilibre, un maximum ou un minimum relativement à 
toutes les positions voisines; or si on désigne par z, l’ordonnée du 
centre de gravité des masses m, m’.., on sait que l’on a 


2mz 
= —— ; 


{ Em 


l'équilibre dans cette machine à poids a donc lieu lorsque z, est maxi- 
mum ou minimum, c’est-à-dire, lorsque le centre de gravité des 
poids est le plus haut ou le plus bas possible. Ainsi un corps pesant 
de forme quelconque, dépourvu d’élasticité et appuyé sur une ou 
plusieurs surfaces, est en équilibre lorsque de quelque manière qu’on 
le mette en mouvement dans tous les sens, le centre de gravité ne fait 
que monter ou ne fait que descendre. Si le corps ou les surfaces qui 
servent d'appui étaient élastiques, cette proposition ne serait plus 
généralement vraie. 

On dit qu’un équilibre est stable ou instable, lorsqu’en dérangeant le 
système de la position d'équilibre, celui-ci tend à y revenir ou à s’en 
éloigner indéfiniment. Il suit de là qu’en général le maximum corres- 
pond à un état d'équilibre stable et le minimum à un état d'équilibre 
non stable, car si z, est maximum, c’est-à-dire, si le centre de gravité 
des poids est le plus bas possible d’une part, ou si d’autre part, il est 
le plus haut possible, on peut admettre qu’une légère perturbation 
fera descendre indéfiniment le centre de gravité s’il est le plus haut 
possible et n’imprimera au système que de légères oscillations si le 
centre est le plus bas possible. 

Comme toute force, quelle que soit sa cause, peut être remplacée 
par des poids, au moyen de poulies de renvoi, il en résulte que l’on 
peut dire d’une manière générale que l’équilibre est stable ou instable 
suivant que (x, y, 2, x... )+ Zbf est maximum ou minimum. 
Nous reviendrons du reste, en dynamique, sur ce principe pour le 
démontrer d’une manière plus rigoureuse. 
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Attraction d’une couche sphérique homogène sur un point extérieur. Attraction 
d’une sphère sur une sphère. — Attraction d’une couche sphérique sur un 
point placé dans l’intérieur. — Attraction de deux corps quelconques. 


99. Attraction d’une couche sphérique homogène sur un point 
extérieur. Attraction d’une Sphère sur une sphère. — On a besoin de 
connaître en dynamique les actions que deux corps exercent l’un sur 
l’autre par leurs attractions mutuelles; admettons donc par anticipa- 
tion que toutes les molécules d'un corps sont attirées par les molécules 
d’un autre corps, et que l'intensité de cette force attractive est inver- 
sement proportionnelle au carré des distances et directement propor- 
tionnelle aux masses des molécules attirantes. En désignant par k 
l'intensité de l’attraction de deux points matériels d’une masse égale à 
l'unité et placés à l’unité de distance, l’attraction d’un point matériel 
d’une masse = sur l’unité de masse sera par conséquent km et l’attrac- 
tion de m sur un point d’une masse m’ à l’unité de distance sera kmm” 
kmm' 

[a 
proposons-nous de déterminer l'attraction qu’exerce une couche sphé- 
rique homogène d’une épaisseur très petite et uniforme ABA'C (fig. 82) 
sur un point matériel M d’une masse M placée à l’extérieur. Divisons 
la couche en tranches circulaires AA’ d’une largeur infiniment petite 
dx perpendiculaire à la droite MO que l’on prend pour axe des X. 





qui deviendra lorsqu'ils seront placés à la distance L. Cela posé, 
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L étant la distance MA, l’attraction d’un élément dm de cet anneau 





sur M est je D et sa composante suivant l’axe des X, 
kMdm MD  kMdm x _kMrdm 
BOOM RTE 


La composante de l'attraction de l’anneau entier s’obtient visiblement . 
en additionnant toutes les valeurs précédentes relatives à tous les 
| | kMx _, 

éléments dm du même anneau; elle est donc NE idm; or en 
désignant par p la densité de la couche, par € son épaisseur, par y 
l’ordonnée AD, par a la distance MO, par r le rayon OC et par ds 
la portion de l’arc de cercle BAC comprise dans la largeur de 
l'anneau AA’, sa longueur sera 2ry, l'aire de sa section, eds et sa 
masse ou zdm, 2pxyeds. La composante de l'attraction devient donc 

2prkMxyeds 


ET = pre 


cr? — (x — a)? ds 
3 
(2ax + r? — a?)° 
‘ou, en remplacant ds par sa valeur tirée de l’équation du cercle BAC, 


2orkMre EE cs... (4) 


(2ax + r° — a?)° 


Pour ce qui est des composantes de l'attraction perpendiculaires à 
l’axe des X, la symétrie de l’anneau autour de cet axe fait que ces 
composantes s’entredétruisent et que par conséquent il ne faut pas y 
avoir égard. L’attraction de la couche sphérique entière s’obtient en 
prenant la somme des valeurs précédentes depuis le point B jusqu’au 
point C, c’est-à-dire, en l’intégrant depuis «— a—7r jusqu'àx—a+r; 
on trouve ainsi 

kprkMr?e 
Œ 
En désignant par M’ la masse de la couche sphérique, on a 
M’ = hpnr°e, 
ce qui fait prendre à la valeur de l'attraction la forme 


kMM' 
a? 
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qui se confond avec celle qu’exercerait un point d’une masse M’ sur 
une mssse M placée à la distance a. D’où l’on conclut que l'attraction 
d’une couche sphérique homogène sur un point matériel M extérieur, 
est la même que si sa masse M’ était concentrée dans son centre. 

Il résulte de là que st une sphère est composée de couches concen- 
triques et homogènes, son attraction sur un point matériel extérieur 
- est la même que si la masse de la sphère était concentrée dans son 
centre, quelle que soit du reste la loi suivant laquelle varient les 
densités des couches. 


? 
représente à la fois l’attraction de la masse m 





Comme le produit Fran 
r 


sur m et l’attraction de m” sur m, il est visible que les théorèmes 
précédents régissent aussi l’attraction qu’exerce un point matériel sur 
une sphère. On voit aussi que si deux sphères de masse M et M’ 
composées de couches homogènes s’attirent mutuellement, chaque 
élément de M est attiré par l’autre sphère comme si la masse M’ était 
concentrée dans son centre, et comme le point matériel M’ placé au 
centre attire aussi la sphère M de la même manière que si sa masse M 
était concentrée dans son centre, on est conduit à ce théorème géné- 
ral : deux sphères homogènes ou composées de couches homogènes 
s’attirent mutuellement de la même manière que si leurs masses 
étaient concentrées dans leurs centres. 

100. Attraction exercée sur un point placé dans l’intérieur. — L’attrac- 
tion d’une couche sphérique homogène sur un point matériel prend une 
valeur remarquable lorsque ce point est placé dans l’intérieur de la 
couche, en m par exemple ; en prenant alors l'intégrale de l’attraction 
élémentaire précédente (1) d’abord depuis l’origine des coordonnées m 
jusqu’à C, c’est-à-dire depuis x — 0 jusqu'à x — a + r et ensuite 
depuis m jusqu’à B, c’est-à-dire, depuis x — 0 jusqu’à x——(r —a), 
on aura d’une part l'attraction exercée sur m par les tranches qui 
composent la portion aACA'a’ de la couche sphérique et d’autre part, 
VJ’attraction de la partie aBa’. Or on trouve que ces intégrales sont 

égales et de signe contraire ; les attractions exercées par les éléments 

de la couche sphérique sur m s’entredétruisent donc et l’on est con- 
duit à ce théorème : un point matériel placé dans l’intérieur d'une 
couche sphérique homogène n’éprouve aucune attraction de la part 
de cette couche. 

Il est visible que ce théorème subsiste quelle que soit l'épaisseur 
uniforme de la couche sphérique, pourvu qu’elle se compose de 


49 


146 CHAPITRE X. 


couches homogènes superposées , puisque aucune de ces dernières 
n’exerce d'action sur le point matériel. On conclut aussi de ce théo- 
rème qu’un point placé dans l’intérieur d’une sphère pleine composée 
de couches homogènes, n’éprouve aucune attraction de la part des 
couches supérieures ou placées entre le point et la surface ; il est donc 
attiré vers le centre de la même manière que si ces couches étaient 
supprimées et que le reste de la sphère fut concentré dans son centre. 

Le théorème énoncé plus haut peut être démontré sans calcul par 
des considérations géométriques très élémentaires, qui permettent de 
l’étendre à une couche ellipsoïdale uniformément épaisse et de gran- 
deur quelconque; en effet si par le point M (fig. 83) on fait passer un 
cône infiniment mince, celui-ci interceptera deux portions infiniment 
petites de la couche abcd et a’b'c'd', dont les attractions sur m sont 
égales et opposées; car en désignant par m et m' leurs masses et par r 


| , kMm  EMm' 
et r’ les distances Ma et Ma’, ces attractions sont a et TA or 


il résulte d’une propriété connue des ellipsoïdes concentriques, sem- 
blables et semblablement disposés que les longueurs ac et ac’ inter- 
ceptées sont égales; les masses élémentaires m et m’' de forme 
cylindrique ont donc la même longueur; d’un autre côté, les aires 
des sections de ces éléments sont visiblement proportionnelles aux 
carrés des distances Ma et Ma’, parce que dans des cônes semblables 
les aires des bases sont entre elles comme les carrés des distances au 
sommet; on voit donc que les masses m et m’ sont dans le rapport 
de r° à r’?, c’est-à-dire que 


ct que par conséquent les deux attractions sont égales. Comme il en 
est de même des attractions des éléments placés dans deux directions 
opposées quelconques, on en conclut que la couche entière n’exerce 
aucune action sur le point M. 

. 104. Attraction de deux corps quelconques. — Quand deux corps 
sont placés à de grandes distances, ils s’attirent sensiblement de la 
même manière que si leurs masses étaient concentrées dans leurs 
centres de gravité; en effet, si par le centre de gravité G de l’un des 
corps on fait passer trois axes rectangulaires, l’attraction d’un point y 
(fig. 84) de l’autre corps sur un point m du premier ayant une 
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kudm . 4. 
masse dm, sera Ê R ou bien en désignant par a, b,c et x, y,z les 





coordonnées des points et m, 
kudm 
(a— x) + (b— y} + (c— 2) 
et les composantes suivant les trois axes seront, en multipliant par 
a—x b—y c—2 
D T7 1 





D 


— b — — 7 
se TE , kadm + ; kudm pr” ou kudm (a — x)l—5, ete. 


En représentant uG ou pa? + b? + c? par R et mG ou p/xt + y? + 73 
parr,ona 








B— (a — x} + (b — y} + (e— 2) = RI — 2ax — 2by — 2cz + r° 
ou simplement 
Et — R? — 2 (ax + by + cz), 


parce que r est par hypothèse, petit relativement à R. On tire de là, 


3 
en élevant les deux membres à la puissance — 3 et se bornant aux 


termes de première puissance en = n° 2 R’ attendu que ces coor- 


données sont des quantités petites relativement à R, 


: À ax + by + cz 
= +8 —;; — ) 


Les composantes de l’attraction du point x deviennent donc 


“ dm (a — x) (: + 3 EE), etc. etc. 


et en négligeant x, y, z devant a, b, c, dans a —x, b—y, c—2, 
k 3k 
_ adm + RE Us + aby + acz) dm, etc., etc. 


Les composantes de l'attraction du point M sur le corps G entier sont 
donc 


kpa 


TE J'äm + TE (a adm + ab J'ydm + ac f'adm), c etc. etc. 


148 CHAPITRE X. — STATIQUE. 


En désignant par M la masse du corps G entier ou /'dm et en remar- 
quant que les intégrales ou les sommes de moments /'rdm, f'ydm, 
J'zdm sont nulles, parce que les axes passent par le centre de gra- 
vité G, ces composantes deviennent 

kMpa  KkMyb  kMuc 

CR" OR R: 
et leur résultante a pour valeur 

kMy 


R5 











a +b+ci— 





et fait avec les axes des angles ayant pour cosinus 


C 


a b 
Vérbré para pa+b+c 


d’où lon conclut que l'attraction du point matériel 4 sur le corps G 
entier et par conséquent l'attraction du corps sur le point # est la 
même que si le corps avait sa masse concentrée dans son centre de 
gravité G. Comme il en est de même de l'attraction exercée sur tous 
les éléments & du deuxième corps, il est visible que le théorème se 
trouve complètement démontré. On arrive au même résultat en remar- 
quant que puisque les deux corps sont placés à des distances trés 
grandes relativement à leurs dimensions, les droites menées d’un 
point « d’un des corps à tous les points matériels m de l’autre, sont sen- 

siblement parallèles et égales; d’où il résulte que les intensités des 
“attractions sont aussi sensiblement égales, comme pour les attractions 
des points d’un corps par le centre de la terre, auxquelles on peut 
les assimiler. Elles peuvent donc être remplacées par une attraction 
unique dirigée suivant 4G et l’on peut concentrer en G toute la masseM. 
On reconnaît de la même manière que l'attraction de M placé en G 
sur le corps L entier, a lieu de la même manière que si toute la masse 
du corps p était aussi concentrée dans son centre de gravité. 


LU 








DYNAMIQUE. 


CHAPITRE XI. 


Mouvement. — Temps. — Mouvement uniforme. Vitesse. — Inertie de la matière. 
Force d'inertie ou réaction. Sa loi. — Masse des corps. Mesure de l’inertie. 
Quantité de mouvement. — Égalité de l’action et de la réaction. Proportionnalité 
des forces et des vitesses qu’elles engendrent dans un même instant. Parallélo- 
gramme des vitesses. — Pression. Sa mesure. Mesure d’une masse en kilo- 
grammes. Unité de masse. — Force instantanée. Force continue. Percussions. 


102. Mouvement. Temps. Mouvement uniforme. Vitesse. — La 
dynamique est la partie de la mécanique qui traite du mouvement des 
corps. Un corps est dit en mouvement quand il occupe successivement 
différentes positions. Cette succession de positions entraine l’idée du 
temps comme conséquence de la non simultanéité. Pour le mesurer, 
il est nécessaire de convenir de ce qu’on entend par temps égaux ; 
nous considérerons donc comme égaux les temps employés par un 
même corps ou par deux corps identiques et placés dans les mêmes 
circonstances, pour parcourir des espaces égaux. De là résulte la 
notion de rapport entre deux temps; car si l’espace parcouru dans les 
mêmes circonstances est double, le temps sera double etc. Pour 
reconnaitre le mouvement d’un corps, on rapporte sa position à 
d’autres corps considérés comme fixes. S’ils le sont en effet, le mouve- 
ment observé est dit absolu; s’ils sont eux-mêmes en mouvement, le 


20 


450 CHAPITRE XI 


premier corps n’aura qu’un mouvement relatif ou du moins son mou- 
vement relatif sera seul appréciable. 

Pour simplifier les idées et ne pas devoir tenir compte de la forme 
du corps, nous le supposerons d’abord réduit à un point matériel 
dans lequel toute la matière sera concentrée. 

On dit que le mouvement absolu ou relatif d’un point matériel est 
uniforme, si ce mouvement reste identiquement le même à chaque 
instant; dans le cas contraire, il est dit varté. Il résulte de là que 
dans le mouvement uniforme, les espaces parcourus sont proportion- 
nels aux temps employés à les parcourir. Le mouvement uniforme 
peut donc servir de mesure au temps. 

On appelle vitesse, dans les mouvements uniformes, le rapport de 
l’espace parcouru au temps employé à le parcourir ou plus exacte- 
ment, l’espace parcouru divisé par le nombre d’unités de temps em- 
ployées à le parcourir ; en désignant donc par v, e, t la vitesse, l’espace 
et le temps, on a 


que l’on écrit pour abréger de cette manière : 
—° 
à 


Si t était égal à l’unité, il viendrait v — e; on voit donc que, dans les 
mouvements uniformes, la vitesse est aussi l’espace parcouru pendant 
l’unité de temps. 

Nous prendrons dorénavant pour unité de temps la seconde sexagé- 
simale et pour unité de longueur le mètre. 

On conclut de l’équation précédente que l’espace parcouru par un 
point matériel est égal au produit de la vitesse par le temps employé 
à le parcourir ou plutôt, par le nombre d’unités de temps. Si avant 
de compter le temps t, le point matériel avait déjà parcouru l’espace a, 
on aurait évidemment 

e— a + vi. 


Comme dans l’équation v — 1° © , l'espace e est quelconque, la vitesse est 


aussi représentée par la limite du rapport de l’espace parcouru au 
temps employé à le parcourir ou en d’autres termes, en désignant 
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par de l’espace infiniment petit parcouru dans un temps df infiniment 
petit, on a aussi 


e ’ e .? € e À 
Si le mouvement était varié, le rapport - ne ferait plus connaitre que 


la vitesse moyenne pendant le temps {; mais si l’on considère un 
mouvement varié comme composé d’une suite de mouvements unifor- 
mes ayantchacun une durée infiniment petite dt, en représentant encore 
, \ de 
par e l'espace total parcouru à la fin du temps t, le rapport = sera 
l’expression de la vitesse avec laquelle l’espace de a été parcouru et 
par conséquent la vitesse du point matériel à l’époque marquée t, de 
sorte que l’on aura dans tous les mouvempgnts possibles, 


405. Inertie de la matière. Force d'inertie. Mesure de l’inertie. — 
La mécanique est fondée sur deux propriétés générales de la matière, 
savoir : l’inertie de la matière et l'égalité de l’action et de la réaction. 
Occupons-nous d’abord de la première. 

L'expérience journalière nous apprend qu’un corps en mouvement 
tend à conserver sans altération la vitesse dont il est animé, ainsi que 
la direction rectiligne de cette vitesse et qu’il ne peut changer de 
lui-même son état de repos ou de mouvement; ainsi un corps étant 
en repos, l’intervention d’une cause extérieure, c’est-à-dire d’une 
force, est indispensable pour le mettre en mouvement et s’il est 
en mouvement, il faut une cause étrangère à la matière ou une 
force pour accélérer, retarder ou modifier d’une manière quelconque 
ce mouvement. C’est dans cette propriété que consiste l’inertie de 
la matière. 

Les propositions suivantes sont des conséquences immédiates de 
cette propriété : 4° Si le mouvement d’un corps est varié, soit dans 
sa vitesse, soit dans sa direction, une cause extérieure agit néces- 
sairement sur lui; 2% si cette cause extérieure cesse tout à coup 
d’agir, le corps devra prendre, à partir de cet instant, un mouve- 
ment uniforme ct rectiligne; 3° si ces causes extérieures font dé- 
crire avec une vitesse quelconque une courbe au point matériel et 
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qu'elles cessent tout à coup d’agir, ce point devra suivre d’un mou- 
vement uniforme la tangente à la courbe au point ou il se trouvait 
lorsqu'il a été soustrait à ces actions étrangères, puisque le dernier élé- 
ment de la courbe représente la direction de la vitesse au moment où 
ces actions ont cessé d'agir. 

L'inertie des corps se manifeste par la résistance qu’ils opposent 
à tout changement d'état. Cette résistance qui s’évanouit aussitôt que 
le changement est produit, a été nommée force d'inertie ou plutôt, 
réaction düe à l’inertie. 

La loi suivant laquelle se développe cette résistance ou cette réac- 
tion n’est guère susceptible de démonstration à priort; c’est pourquoi 
on est forcé d'admettre une hypothèse dont l’exactitude ne tarde pas, 
du reste, à devenir aussi incontestable que les axiômes qui servent de 
fondement aux mathématiques pures, à cause de la facilité avec la- 
quelle elle rend compte de toutes les circonstances qui accompagnent 
le mouvement des corps et surtout de l’accord parfait que l’on a 
constamment remarqué entre les résultats des observations et ceux 
déduits de cette hypothèse par le calcul. Celle-ci consiste en ce que 
toute vitesse dv communiquée pendant un temps dt à un corps 
en repos ou en mouvement dans une direction quelconque, y fait 
naître instantanément une réaction opposée ou force d’inertie pro- 
portionnelle à cette vitesse dv et indépendante de l’état actuel de 
mouvement du corps, c’est-à-dire que la réaction est à chaque instant 
proportionnelle à la vitesse dv engendrée pendant un élément de 
temps dt, quelle que soit la vitesse qui anime le corps. 

104. Masse des corps. Mesure de l’inertie. Quantité de mouvement. 
— Tous les corps n’opposent pas la même résistance à un changement 
d'état même identique, c’est-à-dire que la résistance düe à l’inertie 
n’est pas la même dans tous les corps. Cette circonstance ne peut pro- 
venir que de ce qu’ils ne referment pas la même quantité de matière 
inerte que nous appellerons masse. 11 existe donc une dépendance 
entre la masse d’un corps et la réaction instantanée qu'il oppose à 
tout changement d'état. Comme nous n’avons aucun moyen pour 
apprécier la masse absolue des corps et que les différences entre 
les masses ne se manifestent à nos sens que par ce plus ou moins 
de résistance, il est naturel de regarder deux masses comme égales, 
lorsque les réactions instantanées qu’elles opposent à un même ac- 
croissement de vitesse, sont elles-mêmes égales. II suit de là qu’une 
masse double opposera une réaction double, puisqu'on pourra consi- 
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dérer cette masse double comme composée de deux masses identiques 
juxta-posées. En général les réactions instantanées que deux points 
matériels opposent à un même accroissement de vitesse sont propor- 
tionnelles aux masses de ces points. 

En rapprochant cette proportion de l'hypothèse admise plus haut, 
on voit que les réactions R et R’ de deux points matériels de masses 
m et m’ dont les vitesses augmentent de dv et dv’ dans un instant dt, 
sont proportionnelles aux produits des masses par les accroissements 
des vitesses, c’est-à-dire que l’on a 


R:R'— mdv : m'dv’ 


ou plutôt, en divisant par dt pour n'avoir à considérer que des 
quantités finies, 


les réactions de deux points matériels sont donc à chaque instant 
proportionnelles aux produits des masses par les dérivées des vitesses 
prises par rapport au temps. 

Si on choisit pour terme de comparaison un point matériel idéal 


ayant une masse m’ égale à l’unité et acquérant dans chaque unité de 
| , …, dv’ 
temps un accroissement de vitesse égal à l'unité, TE Sera égal à 


l'unité, R’ sera l’unité de réaction et la proportion précédente deviendra 
dv 

m dt 

11° 


que nous écrirons pour abréger de cette manière : 


+ 
as 


R 
i 


On peut done dire qu’une réaction se mesure par le produit de la 
masse par la dérivée de la vitesse prise par rapport au temps, 
pourvu que l’on entende par là que le nombre d’unités de réac- 
tion est représenté par le nombre d’unités contenues dans la masse 
” dv 
multiplié par le nombre d’unités de vitesse contenues dans — - 


dt 


. ne du. 
Si le mouvement de m était tel que füt constant ou que la 


ad 
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vitesse v prit des accroissements égaux dans chaque intervalle dt, 
r ? dv . . e e ’ , . ? 

la dérivée — exprimerait évidemment la vitesse gagnée dans l’unité 


dt 
de temps, que nous désignerons par v ct il viendrait 


R— mt, 


c'est-à-dire qu’alors la réaction se mesure par le produit de la 
masse par la vitesse acquise pendant l’unité de temps. 

Le produit d’une masse par sa vitesse se nomme quantité de mou- 
vement. On voit donc qu’une réaction se mesure dans ce dernier eas 
par la quantité de mouvement communiquée pendant l'unité de temps. 

On a vu plus haut que la vitesse v est représentée par la dérivée 


= ; 11 suit de là que la force de réaction est aussi exprimée par 

d?e , ., e 
me et que par conséquent la dérivée du second ordre dE sure la 
réaction d’une portion de la masse égale à l'unité. | 

105. Égalité de l’action et de la réaction. Proportionnalité des 
forces et des vitesses qu’elles engendrent dans un même instant. 
Parallélogramme des vitesses. — La seconde propriété générale qui 
sert de fondement à la mécanique, ou le principe de l'égalité de 
l’action et de la réaction, consiste en ce que la réaction due à l’inertie 
est toujours égale et opposée à la force qui a produit le changement 
d'état. C’est encore l’expérience confirmée par l’accord parfait des 
données du calcul fondé sur ce principe et des résultats des obser- 
vations, qui légitime l’adoption de cette loi générale. 

Il résulte de ces deux principes combinés qu’une force motrice comme 


Le . … dv 
une force d’inertie se mesure par le produit m > Si la force 


est constante, par le produit mv de la masse du point matériel sur lequel 
elle agit par la vitesse qu’elle engendre dans l’unité de temps et que 
par conséquent deux forces sont proportionnelles aux vitesses qu'elles 
communiquent à un même point matériel pendant l’unité de temps ou 
plus généralement, pendant un même instant dt et leur sont opposées. 
On conclut de là qu’on peut appliquer à ces vitesses les principes de 
la composition et de la décomposition des forces, puisque celles-ci pour- 
ront être représentées par les vitesses qu’elles engendrent. Ainsi si 
un point matériel est soumis à l’action de deux forces simultanées 
P et P’ formant un angle + et capables de lui communiquer chacune 
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séparément les vitesses v et v’ en agissant pendant l’unité de temps, ce 
point matériel prendra une vitesse qui sera représentée en grandeur 
et en direction par la diagonale du parallélogramme construit sur les 
deux vitesses composantes v et v’. C’est en cela que consiste le prin- 
cipe du parallélogramme des vitesses. De même, si plusieurs forces 
agissent ensemble ou successivement sur un point matériel suivant la 
même droite, la vitesse finale sera égale à la somme des vitesses 
qu’auraient engendrées ces forces, si elles avaient agi successivement ; 
et si l’on décompose une force suivant trois axes rectangulaires, la 
composante suivant chaque axe n’aura aucune influence sur la vitesse 
du point matériel parallèlement à chacun des deux autres axes, de 
sorte que le mouvement parallèlement à chacun d'eux sera le même 
que si le point était mu par chaque composante séparément. 

106. Vitesses uniformément accélérées ou retardées. Chute des 
corps graves. — Il résulte aussi de ce qui précède qu’une force 
constante agissant d’une manière continue, doit engendrer une vi- 
tesse uniformément accélérée, c’est-à-dire qui augmente proportion- 
nellement au temps; en effet, si b est la vitesse engendrée pendant la 
première unité de temps, b sera aussi la vitesse engendrée pendant 
la seconde unité et la vitesse totale sera 2b; elle sera de même 
3b, kb...... à la fin de la troisième, de la quatrième unité et enfin 
après un nombre t d'unités ou de fractions d’unités, c’est-à-dire après 
un temps t, cette vitesse v sera v — bt proportionnelle au temps. Si 
un point matériel animé d’une vitesse uniforme a est tout à coup 
soumis à l’action d’une force constante dirigée dans le sens de la 
vitesse ou dans un sens directement opposé, et qu’on représente par b 
la vitesse que cette force engendre dans l’unité de temps, la vitesse v 
du point matériel sera, au bout du temps t dans l’un ou l’autre cas, 


v—at+bt ou v—a—-bt. 


Dans le second cas, la vitesse est dite uniformément retardée. 

Réciproquement, si l’on s’est assuré qu’un point matériel est animé 
d’une vitesse uniformément accélérée, on doit en conclure que la force 
qui agit est constante, puisque dans chaque unité ou portion d'unité 
la vitesse engendrée sera la même et qu’il n’y a que les forces 
constantes qui engendrent dans chaque instant des vitesses égales. 
Lorsque la force motrice est constante, si on désigne par uw la vitesse 
engendrée pendant l’unité de temps, mu sera la mesure de la réac- 
tion de la masse m et par conséquent représentera la valeur de la 
foree motrice. 
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La chute des corps en vertu de l'action de la pesanteur offre un 
exemple d’un mouvement uniformément accéléré : on reconnait par 
expérience que les vitesses croissent proportionnellement au temps; 
d’où l’on conclut que l’action qu’exerce la terre sur un corps est une 
force sensiblement constante pendant la durée du mouvement. On 
trouve à Paris, b — 9,809 que l’on représente par g. En supposant 
le corps lancé de bas en haut avec une vitesse initiale a, on aura à 
une époque quelconque t du mouvement, 


v— a— gl. 


407. Pression. Lorsqu'une force que nous supposerons constante, 
agit sur un point matériel retenu par un obstacle fixe, elle détermine 
dans cet obstacle une réaction appelée pression et qui est évidemment 
proportionnelle à la force comprimante et par conséquent à la quan- 
tité de mouvement que celle-ci engendrerait dans l’unité de temps si 
le point était libre; de sorte que, si P et P” sont deux pressions 
exercées par des masses m et m' soumises à l’action de forces constan- 
tes qui engendreraient les vitesses v et v’ dans l’unité de temps si ces 
points étaient libres, on aura la proportion 


P mo 
D — av 
qui devient, en prenant pour unité de pression P’ celle qui est 


exercée par l’unité de masse m’ animée d’une force qui ferait pren- 
dre l’unité de vitesse v’ dans l’unité de temps, 


et qui signifie que le nombre d’unités de pression est égal au nombre 
d'unités comprises dans la masse, multiplié par le nombre d’unités de 
vitesse que la force engendrerait dans l’unité de temps. 

Cette équation permet de mesurer le nombre d’unités de masse con- 
tenues dans un corps; en effet, si on suppose que la pression provienne 
de la pesanteur, pression qui prend alors le nom particulier de poids, 
v sera, comme on l’a vu (N° 104) égal à g et en prenant pour unité de 
pression celle qu’exerce un décimètre cube d’eau distillée et amenée 
à son plus grand degré de condensation, c’est-à-dire le kilogramme, 
P sera exprimé en kilogrammes et donné par les balances, et il viendra : 


P 
9 


M —= 
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c’est-à-dire, que le nombre d'unités de masse qui entre dans un corps 
est égal à son poids exprimé en kilogrammes, divisé par 9,809. 

Pour ce qui est de l'unité de masse x qui maintenant cesse d’être 
arbitraire, on la détermine en remarquant que, d’une part, l’unité 
de pression est celle que produit l’unité de masse soumise à une force 
capable d’engendrer l’unité de vitesse dans l'unité de temps, c’est-à- 
dire qu’elle est égale à p.14" et que, d’un autre côté, l’unité de 
pression est aussi le kilogramme ou la pression produite par la masse 
a d’un décimètre cube d’eau soumise à l’action de la pesanteur ou 
d’une force qui engendre une vitesse g dans l’unité de temps, c’est-à- 
dire que cette unité de pression est aussi égale à «.g; on a donc, 
en égalant ces deux valeurs de l’unité de pression, 


x.g—p@.4", d'où p—x.g 


c’est-à-dire que l’unité de masse est représentée par la masse d’un 
décimètre cube d’eau prise 9,809 fois. 

408. Forces continues. Forces instantanées ou de percussion. Leur 
mesure. — Les géomètres, trompés par certaines apparences, ont 
longtemps admis l'existence de deux espèces de forces, les unes 
n’agissant que pendant un instant et produisant instantanément une 
quantité de mouvement finie, les autres agissant pendant un temps 
plus ou moins long et ne produisant une vitesse finie que dans un 
temps fini; les forces provenant des percussions étaient rangées dans 
la première catégorie; la pesanteur et les forces d'attraction l’étaient 
dans la seconde. Plus tard, lorsqu'on s’est formé une idée plus juste 
du principe de continuité, on a reconnu que cette distinction n’était 
pas fondée : qu’il était impossible qu’une force quelconque, à moins 
qu’elle ne fut infiniment grande, produisit une quantité de mouve- 
ment finie dans un temps infiniment petit ou dans un instant : que 
la quantité de mouvement obtenue au moyen d’une percussion con- 
sidérée à tort autrefois comme engendrée instantanément, est en 
réalité engendrée dans un temps qui, sans être infiniment petit, est 
cependant trop minime pour être facilement appréciable, et enfin que 
pendant ce temps, les deux corps, quelque durs qu’on les suppose, 
se compriment plus ou moins en s’applatissant et se transmettent de 
l’un à l’autre et d’une manière continue, une partie de leur vitesse 
jusqu’à ce que la compression soit terminée, ce qui arrive lorsque 
les corps ont pris des vitesses égales dans le sens de la pereussion. 
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Il est donc plus exact de considérer les forces dites instantanées 
comine n’agissant que pendant un temps extrêmement court qui leur 
suffit cependant pour produire des quantités de mouvement finies 
parce que les forces de cette nature sont incomparablement plus 
grandes que celles qui proviennent des attractions, ete. Comme on 
ne compare que des objets de même ordre de grandeur, on ne peut 
établir de rapports entre ces deux espèces de forces. On se borne à 
comparer entre elles les forces provenant de pereussions et dans l’im- 
possibilité où l’on est d'apprécier avec un peu d’exactitude la durée 
du phénomène, on prend pour leur mesure et pour mesure de l’inertie, 
le produit de la masse du point matériel sur lequel agit cette force 
par la vitesse engendrée pendant la durée de la compression, quelle 
que soit cette durée, que l’on suppose la même dans toutes les per- 
cussions. 
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Théorie du mouvement rectiligne d’un point matériel. Équation différentielle du 
mouvement. Force accélératrice. — Lois de la chute des corps pesants. — Pro- 
blèmes. 


109. Théorie du mouvement rectiligne d’un point matériel. Équa- 
‘tion différentielle du mouvement. Force accélératrice. — Pour qu’un 
point matériel décrive une ligne droite, il faut que la force qui agit 
sur lui, ou plutôt la résultante des forces auxquelles il est soumis, 
soit dirigée constamment suivant cette droite. La théorie du mouve- 
ment rectiligne consiste à déterminer à chaque instant la position du 
point matériel sur cette droite et les circonstances de son mouvement 
connaissant la force qui le fait mouvoir, ou à trouver cette dernière 
connaissant les circonstances du mouvement. Soit x la distance, au 
bout du temps {, du point matériel »m à un point fixe pris sur la 

je dv ". 
droite qu’il décrit et + la force motrice ; comme m Pr est l'expression 
générale de la force d’inertie qui, d’après ce qu’on a vu (N° 104), est 
égale à la force motrice, on a 


Cette équation, qui exprime la loi suivant laquelle s’engendre la vi- 
tesse, est dite l'équation différentielle du mouvement. Comme v est 


dx 
donné par —; on peut la mettre sous la forme 


dt 
dx 9 
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dans laquelle L est évidemment la force qui en agissant sur l’unité de 


masse, lui communique le même mouvement que la force ? commu- 


nique à la masse m. La force 1. rapportée ainsi à l’unité de masse se 
nomme force accélératrice, pour la distinguer de la foree motrice » 
qui agit sur la masse entière m. 

Si la force + est connue, on déduira de cette équation par deux in- 

dr 
tégrations successives, les valeurs de et de x en fonction de t. Si 
au contraire la position du point matériel est connue à chaque instant, 
c’est-à-dire si on connait x en fonction du temps ou x —/ft, on en 
. mr ue ee dx 

déduira par deux différentiations successives, la valeur de de et par 
suite, la force motrice +. Dans le premier de ces cas, l’intégrale finale 
renferme deux constantes arbitraires qu'il faudra déterminer au moyen 
des circonstances initiales du mouvement, comme on le verra dans les 
applications suivantes. 

410. Lois de la chute des corps pesants. — Proposons-nous de dé- 
terminer les circonstances du mouvement d’un corps pesant, tombant 
verticalement dans le vide. x étant la distance verticale du point ma- 
tériel à un point fixe et mg la mesure de la pesanteur ou de la 
force motrice, on a 

m # mg ou Ê 
dm" da — 1 
d’où l’on tire en intégrant, 


2 
TL ou v—=gt+C, = + Ct+ D. 
Pour déterminer les constantes C et D, observons qu’en faisant t égal 
à zéro, v et x se réduisent à ces deux constantes qui représentent par- 
conséquent la vitesse et la distance au point fixe, lorsque le temps t 
commence à être compté. Si ces valeurs initiales sont nulles, c’est-à- 
dire, si le point matériel part du repos et que le temps commence à 
compter au moment où le point quitte l’origine, il viendra 


1 2 
v—= gl, 59 . 
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On voit donc que les vitesses seront alors à chaque instant propor- 
tionnelles au temps, et les espaces parcourus, proportionnels aux 
carrés des temps. En éliminant le temps f entre ces deux équa- 
tions, on trouve 


vi—2gx et v=—= 2x 


qui donne la vitesse correspondant à chaque hauteur x de la chute. 
Dans cette équation v s'appelle la vitesse dûe à la hauteur x de 
la chute. Cette vitesse est proportionnelle à la racine carrée de la 
hauteur. 

Si le point matériel est lancé de bas en haut, en comptant les x 
vers le haut à partir d’un point fixe, la force motrice mg agira en 
sens inverse et sera négative; on aura donc 


m dx __mg ou dx : 
dé J dm 
d’où l’on tire en intégrant, 
dx À 
v—=——gt+ 0, = — sg + Ci + D, 


dans lesquelles C est la valeur de v correspondant à t — 0, c’est-à-dire 
la vitesse initiale de projection, et D, la hauteur du point matériel au- 
dessus du point fixe à l’instant où le temps € commence à compter. 
D sera nul si on fait coïncider le commencement du temps et de la 
distance. 

On déduit de la première de ces valeurs, la durée du mouvement 
ascensionnel, car ce mouvement durera jusqu’à ce que l’on ait v — 0 
et il vient alors 


_gt+C—0 d'où =" 


Quant à la hauteur de l’ascension dûe à une vitesse de projection C, 
on l’obtiendra en remplaçant £ par la valeur précédente dans l’expres- 
sion de x, et il viendra 


L—=——. 


29 
On a trouvé précédemment pour le cas d’un point matériel pesant 
qui tombe librement, 


v—gt et v*— 2gx, 
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et parconséquent 


v v! 
tb -, g—— 
9 2q 


En rapprochant ces valeurs des précédentes, on voit qu’un point ma- 
tériel pesant, lancé verticalement de bas en haut, s’élève à la hauteur 
d’où il devrait tomber pour acquérir une vitesse égale à la vitesse de 
projection et la durée de l’élévation est la même que celle de la chûte. 
De plus, si on élimine t entre les valeurs de v et de x, dans le cas de 
l'ascension, on trouve pour la vitesse correspondante à une hauteur x 
mesurée de bas en haut, 


v= + C? — 29%, 


d’où l’on conclut que, en chaque endroit de la verticale, la vitesse 


du point est la même en montant et en descendant, car après avoir 
C* \ 
atteint la hauteur 2g > Sa vitesse en descendant, aprés avoir parcouru 


C? 
l’espace x’ égal à > — x, sera 


V'2gx" ou y C? — 2gx. 

Si le point matériel pesant était assujetti à glisser, sans frottement, 
sur une droite inclinée d’un angle « sur l’horizon, il est visible que 
la force motrice mg se décomposerait à chaque instant en deux forces 
mg cos « et mg.sin«; la première, perpendiculaire à la droite, est 
détruite par sa résistance et mesure une pression, la seconde ren- 
fermée dans cette droite, détermine le mouvement ; si donc on repré- 
sente par x la distance à une époque quelconque t du point matériel 
à un point fixe, comptée sur cette droite, l’équation différenticlle du 


mouvement sera 
dx . 
m TE — mg SIN «, 
d’où l’on tire en intégrant, . 


dx | | {2 
— Où v—gsina.t+C ct z=gsne.s+(0t+ D. 


dt 


En faisant &t — 0 dans ces deux intégrales, on voit que les constantes 
arbitraires C et D sont encore les valeurs initiales de la vitesse et de 
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la distance x, et si l’on compare ces valeurs à celles que l’on a 
trouvées pour la chute verticale des corps graves, il est visible que 
les lois du mouvement sont identiquement les mêmes en changeant 
la gravité g en gsin«. 

Lorsque les valeurs initiales de la vitesse et de la distance à l’origine 
sont nulles, ces équations se réduisent à 


# . 
v—gtsinx et x=—gysina ou v? — 2qx sin «. 


Si AE (fig. 85) est une verticale, AC la direction du mouvement et 
AB l’espace x parcouru pendant le temps t, en abaissant la perpen- 
diculaire BD sur AE et faisant AD —h, on a 


h = AB. sin ABD — x sin « 


et par conséquent 


0? — 29h; 


or si le point matériel était tombé librement de À en D, sa vitesse 


acquise serait aussi /2gh; d’où il suit que la vitesse acquise à 
chaque instant par un point matériel glissant le long d’une oblique, 
est égale à la vitesse qui serait dûe à la hauteur de la chute estimée 
dans le sens vertical. Cette propriété n’est qu’un cas particulier d’une 
propriété plus générale qui sera démontrée plus loin. 

On tire aussi de l’une des équations précédentes, pour la durée de 
la descente de À en B, 


2% 
g sin & 





et si l’on décrit le demi cercle ABE ayant son centre dans la verti- 
cale AË, on aura pour la durée de la chute de A en E, 


\/2S 
g 


AB ___ 
sin AEB sine 


\/ 2x 
g sin « 





ou bien, en remarquant que AE — 
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On voit donc que la durée de la descente le long de la corde AB est 
la même que la durée de la chute de À en E. Il suit de là que le 
temps de la descente est le mème pour toutes les cordes partant du 
point A. Cette durée est aussi la même pour toutes les cordes supplé- 
mentaires BE, car elle est, d’après ce qu’on vient de voir, 


© 9BE 2BE 2 AE 
gsinDBE gcosDEB Ÿ/ g 


Si le point matériel éprouvait en glissant le long de l’oblique AB 
une résistance dûe au frottement, il faudrait de la force motrice pro- 
venant de la pesanteur, retrancher celle qui provient du frottement. 
L'expérience apprend que cette force est toujours représentée par 
une portion invariable de la pression, c’est-à-dire qu’elle est propor- 
tionnelle à la pression mg cosa; on a donc, en désignant par f 
le coefficient du frottement, 
dx 
m x = Mg sin à — mfg cos à 

dont les intégrales font connaître toutes les circonstances du mouve- 
ment. 

Si, outre le frottement, on avait égard à la résistance de l’air 
atmosphérique que l'expérience a prouvé être proportionnelle au 
- carré de la vitesse, il faudrait de la force motrice précédente, 
retrancher un terme de la forme nv°?, ñn étant un cocfficient constant 
qui ne dépend que de la nature de l’air, de sa densité que nous sup- 
poserons constante et de la forme du point matériel; l'équation diffé- 
renticlle du mouvement serait done 

dx 


ms = (g sin & — fq COS «) — nv. 


Pour intégrer, on la met sous la forme 
m 
— dv 
n 
(k2— v°)" 


dv 
MEN (g sin x — fg cos x) — nu? d'où dt — 


en posant 


m (g sin « — fy cos a) — nk?, 
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l'intégration donne, en faisant la constante arbitraire égale à zéro 
pour que la vitesse soit nulle avec le temps , 


nt Int 

mn m 

m +0 ,. acts di sd Lt 
= lo > d’où v, c’est-à-dire, = À Fa F 
e" +e * 


et en intégrant une seconde fois en faisant commencer x avec #, 
knt knt 


x = lo (re us 
n 839 ° 


Cette équation donne l’espace parcouru à une époque quelconque t. 
On peut aussi obtenir l’expression de la vitesse en fonction de l’espace 
parcouru; il suffit pour cela de remplacer £{ par sa valeur en v dans 
la dernière équation et il vient 


m k | _? 
x —— log — d'où v—k A —e ”. 
n k3 — L- 


V 


4 Qnx 


Tandis que l’espace parcouru x augmente, le terme e ” ou ——— va 


e 
en diminuant et finit par être négligeable devant l'unité; l'expression 


de v approche donc de plus en plus de k ou / (sin a — fg cos «) m Ù 


n 
c’est-à-dire que la vitesse tend continuellement vers l’uniformité. 


Si l’on fait « égal à . dans les formules précédentes, ce qui donne 


mg ; | 
k — ms et qu'on fasse ensuite n nul, on doit retrouver pour x 


et v les valeurs obtenues plus haut pour le cas de la chute des corps 
graves dans le vide. C’est en effet ce qui arrive, si l’on développe en 

Anx knt knt àñ 
séries les exponentielles e ”, e" et e ” ou eV et e m, 
ainsi que les logarithmes. La dernière valeur de v, par exemple, 
devient alors 


my 2nx An  4nixs 
v — — — — —— + —— — elc. 
n m m° 9m 


22 
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et en faisant n— 0, 
v=py/2gx ou vŸ— 29x. 


Si le mouvement avait lieu en montant, la composante de la pesanteur 
g sin « serait négative ainsi que les résistances dues au frottement et à 
la présence de l’air, attendu que ces deux forces sont toujours oppo- 
sées au mouvement ; l'équation différentielle serait donc 
d'x ; 
mr —m (g sin « + fq cos a) — nv!, 


et en faisant 


e ñn 
gsina+ fgcosa= À 


on pourrait la mettre sous la forme 


On en tire, en représentant par a la vitesse initiale ou la vitesse de 
projection, 


1 arc tan 2 arc tan ? 
— nk SE 87)? 
d’où 
tan nkt __, a — 
8 m av+k? 
et 
nkt nkt . nkt 
a — ktang — a cos —— k sin — 
D—k m m mm. 
nkt . nkt nkt 
k + a tang — a sin — + k cos — 
m m 


dx 
dt 
en supposant que.x — 0 quand { — 0 et en remarquant que le numé- 
rateur est la dérivée du dénominateur, 


Si l’on remplace v par — et qu’on intègre une seconde fois, on trouve, 


m ( nkt a. nkt 
x — — log{ cos — + -sin — 
nl m k 
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. nkt nkt | 
En remplaçant sin es et cos par leurs valeurs ——, 


À + tang* — 
ng— 


nkt 
et tenant compte de la valeur de tang — trouvée 
nkt me 
4 + tang’ nm 


plus haut, il vient aussi 
mL a? + k? 
On +R 


Comme l'ascension n’est terminée que lorsque la vitesse est nulle, on 
en trouvera la durée et l'étendue en égalant à zéro la vitesse, c’est-à- 
dire en posant 
nkt . nkt \ nkt -a m a 
a cos -—— ksin— —0, d'ou tang——. et —— arc tang-: 
m m 


k nk 


m 
m a? 
= los(4 +) 


Ces formules font connaitre les lois du mouvement ascensionnel d’un 


? 


e p e Q . FT . 
point matériel suivant une verticale ; car il suffit d’égaler à à g <e qui 


fait prendre à k la valeur 


Si on fait ensuite n égal à zéro, on doit retrouver les formules du 
mouvement ascensionnel dans le vide, ce qui arrive en effet en déve- 
loppant en série le sinus et le cosinus ainsi que le logarithme, déve- 
loppements dont on peut toujours faire usage, puisque ces séries sont 
toujours convergentes. (Traité d'analyse N° 47.) 

Nous avons supposé la gravité g constante dans les formules pré- 
cédentes, ce qui n’est permis que pour des hauteurs de chute très 
petites relativement au rayon de la terre. Pour des espaces illimi- 
tés, il faut tenir compte de la variation de la pesanteur avec la 
distance au centre de la terre. On verra plus loin que l’inten- 
sité de la gravité varie dans le rapport inverse du carré de la distance 
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au centre; si donc g est la gravité à la surface de la terre ou à 


une distance r du centre, la gravité à une pere F au-dessus 


de la surface ou à une distance r + x du centre, sera ———, qu'il 


E+ Z 
faudra substituer à g dans l’équation différentielle du mouvement. 
Celle-ci devient en rendant le mouvement vertical, c’est-à-dire, en 


faisant : —_ 
a = 
2 ? 


Si on suppose # constant, ce qui revient à considérer l’air comme 
étant partout identique, on intégrera, en remarquant que 


dx __ du vdv arc dx et dt 
dé dd dx’ parce que dt 7? 


et on fera ensuite v? égal à une nouvelle variable z. On sera conduit 
ainsi à une équation différentielle linéaire du premier ordre. 

Si l’on tient compte de la variation de la densité de l'air atmos- 
phérique aux différentes hauteurs, on remarquera que le coefficient 
n est, comme on le verra plus loin, proportionnel à la densité de 

_S 
l’air, laquelle est pour une hauteur x, représentée par pe ?, p étant 
la densité à l’origine ; le coefficient n devra donc être remplacé par 
_9? 
n'pe ? dans laquelle #’ est un certain facteur indépendant de la 
densité; l'équation différentielle du mouvement devient alors 


Si l’on suppose l’étendue du déplacement assez petite pour qu’on puisse 
regarder la gravité comme constante, l’équation du mouvement prend 
la forme 
dix T 
M——— — mg + pe Fr? 


dt* 
qui se déduit d’ailleurs de la précédente en remarquant que lon a 
r x x ri 2x 


À —-+— —etc et ———1 —T +3 ct. 
T+ZX r ri (r + x)? r 
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et que quand x est petit relativement au rayon r de la terre, le 
second membre se réduit sensiblement à l'unité. 

Cette dernière équation différentielle s'intègre en observant que 
dix  vdv 
TE Ts et en remplaçant v*° par une nouvelle variable z; elle de- 
vient alors linéaire et du premier ordre; mais la quadrature ne 
peut être obtenue que par approximation. 

En tenant compte de la variation de la pesanteur, les lois du 
mouvement d’un point matériel dans le vide sont données par 
dx mgr® 
dt _(r+ a) 
d’où l’on tire, en multipliant les deux membres par 2dx, 

2gr? 
où 7 + C. 
or 
Une seconde intégration fera connaître x en fonction de t. 

4114. Problèmes. — Occupons-nous encore du problème suivant : 
déterminer le mouvement d’un point matériel m soumis à l’action de 
de deux forces répulsives émanant de deux points fixes À et B de 
la droite AmB, l'intensité de ces forces étant inversement propor- 
honnelle aux distances mA et mB du point m aux points fixes. 

En représentant par a et b les intensités des deux forces agis- 
sant à l’unité de distance et sur l’unité de masse, elles deviendront 





, a b 
à des distances respectives x et { — x, égales à= et R ? de sorte 


l 


que l’équation différentielle du mouvement sera 
dx a b 


—— 
mœ— “+ ue 


dé x l—x 


d’où l’on tire en multipliant les deux membres par dx et intégrant, 
 - 
(% — 2a log x + 2 log (1 — x) + 2 log C = 2 log { Cxs (! — x)!}. 


Si on représente par e la distance initiale du point matériel au 


. . .. dx . 
point À, et qu’on détermine C par la condition que Pr ou la vitesse 


soit nulle lorsque x est égal à e, il viendra 
À 


ET ET 
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et par conséquent 


dx / L— x 
TH v= + 2 log ) (==) | 


La relation entre l’espace parcouru et le temps s'obtient en effectuant 
une deuxième intégration. Quoiqu’on ne puisse trouver cette intégrale 
sous. forme finie, on reconnaît cependant que le point matériel m 
oscille indéfiniment entre deux points fixes C et C’ placés entre À 
et B; car dans les points où la vitesse change de direction, celle-ci 
doit être nulle; les valeurs correspondantes de x sont donc données 
par l’équation 





(4). 











=) 








que l’on peut mettre sous la forme 


ab (l—x)— 6e ([—e), où "tt — lu + en (1 — 6e) =0, 


8: 


a . . 4 
en remplaçant p Par n, et il est visible que cette dernière donne 


pour x deux valeurs positives au plus, puisque l’équation ne présente 
que deux variations de signes; d’où il résulte que m oscillera indé- 
finiment entre deux points fixes C et C’, dont l’un n’est autre que le 
point de départ correspondant à x — e. Quant aux solutions négatives, 
s’il y en avait, elles seraient évidemment étrangères à la question 
de mécanique, car pour que x pût devenir négatif, il faudrait que 
pendant le mouvement il passât par zéro, ce qui ferait prendre à la 
vitesse une valeur imaginaire. 

Il y a une position où le point matériel resterait immobile si on 
l'y plaçait sans vitesse initiale. C’est évidemment celle où les deux 
furces motrices sont égales; sa position est donc donnée par l’équation 


a b k al 


— 0, d’où = EE 








Si l’on cherche le lieu où la vitesse est un maximum , on trouve qu’il 
coïncide avec le point précédent. 

L'intégration de (1) devient possible lorsque le point matériel ne 
s’écarte que très peu de la position d'équilibre, c’est-à-dire, du point 
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—€etr 








. si al 
;: Car si l’on remplace e par 
a 


donné — 
ONNÉ par = ES TT 





al 7 cet 
pts et z étant des quantités très petites, l’équation diffé- 


ar 
P a + 





al : 
5 PÈ P 


rentielle (1) deviendra, en représentant a 


dz p+z l— p—72 
di / 2a1og (2) + db 108 (2 +) 


et en développant en série suivant les puissances ascendantes de z et 
de # les logarithmes de p+z, p—E€, l—p—2, l—p+e, il 
vient, en bornant les développements aux termes de seconde puis- 
sance de zet de, 





° buts 2 _ 72 
dt abl? F 
dont l'intégrale est 
. 4 (a + b} 
arc SIn :— ab , 


la constante arbitraire étant déterminée par la condition que t soit 
. nul quand z — 0. On tire de là 


(a + b)° 
…_ Fab 
H est visible que z ou l'écart de la position d’équilibre passera par 


(a + b)s 


les valeurs 0, + €, 0, — €, 0, + €, etc., lorsque Fab ! sera 


Z— €. Sin {. 


KR] 3 4 Q Q e Q 
égal 0, >, T) T etc.; d’où il résulte que le point matériel m 


fera une suite indéfinie d’oscillations dont la durée uniforme cest 


ANT / 
x ET > Où xl . Cette durée est proportionnelle 


à la distance des deux points A et B. 
Le mouvement qu’on vient de déterminer est celui que prend une 
sphère placée dans un tube cylindrique de même diamètre, fermé aux 
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deux extrémités et rempli d'air atmosphérique des deux côtés de la 
sphère. La force élastique de l’air augmentant proportionnellement à 
la compression, il est visible que la sphère est soumise à l’action de 
deux forces répulsives inversement proportionnelles aux distances aux 
deux extrémités du tube, et si on la place de manière à comprimer 
fortement l’air placé d’un côté et qu’on l’abandonne ensuite à elle- 
même, elle oscillera comme on vient de le voir entre deux positions 
fixes C et C’. 

Si l’on tenait compte du frottement exercé par la sphère contre les 
parois du tube, en représentant par f cette force rapportée à l’unité 
de masse, c’est-à-dire, en représentant par mf la force totale du 
frottement , l'équation différentielle du mouvement deviendrait 


dx «a f 
d& x l—x ‘? 
dont l'intégrale première est ° 


dx\? 
à) = 2a log x + 2b log (l — x) — 2fx + C, 


ou, en déterminant la constante arbitraire comme plus haut, 


= T =+\/: os (e) (—<) 2e 0. 


Cette valeur donne lieu à une discussion semblable à celle qui précède 
et on reconnaît que le point matériel effectue une suite d’oscillations 
dont l'amplitude va constamment en diminuant. Si le point ne s’écarte 





CPE ? °1° ue 
que très peu de la position d'équilibre donnée par = 7 





al al 
remplaçant comme plus haut e et x par à — € À ——+z, 


+ b a + b 


e et z seront des quantités très petites et la valeur de v deviendra, 


= HN Ge) _of(e+ 2) 





— We +2. a + b} — "(€ — 7) — 2f. 


L’étendue ou l'amplitude de la première oscillation se détermine en 
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remarquant que dans les deux moments extrêmes la vitesse v est 
nulle; on a donc pour ces deux points, 
(a + D 


c+z=0, (e—:) —9f— 0. 


La première équation donne — € pour l’écart à gauche au commence- 

_2fabls 
| (a + 6) 
l’écart à droite. Il résulte de 1à que, à chaque oscillation à droite ou 
à gauche, l’écart du point matériel de la position d’équilibre diminue 


2fabl? ee 
e Ts > puisqu'on voit que cette diminution est indépendante de &. 


ment de l’oscillation ; la seconde donne pour z, £s — = Qui est 


Remarquons aussi que pour que la valeur de v soit réelle, c’est-à- 
dire pour qu’il y ait commencement de mouvement après que le point 
a été écarté de la position d’équilibre d’une quantité &, il faut que 

pour cet instant on ait 


(a + b} 2fabl? 


aDE (ce —z)—2f5> 0, ou RATE pt + Z 





ct comme z prend alors la valeur — €, on doit nécessairement avoir 


2fabl? fabl? 
ACER ou 7 a+ bp +5 
d’où il suit que pour que le point se mette en mouvement, il doit 
être écarté de la position d'équilibre d’une quantité supérieure à 
2 

_fabr”. sinon le point reste immobile. Comme l'écart diminue à 
(a + b)5 

haque oscillation à droite ou à gauche de 21000" 

Fe | BAUER Ca + Dj 

nombre d’oscillations à droite ou à gauche comptées depuis l'instant 
où le point a été écarté d’une quantité &, jusqu’au moment du repos, 


> on voit que le 


L Q e. a l? ’ 
ou jusqu’à ce que l’écart devienne moindre quel, est donné 


(a + b) 
s 
par DO = SET e, ou plutôt par le nombre entier immédiate- 
(a + b}° 


ment inférieur. 
I1 résulte aussi de la discussion de la valeur de v, que si le point 


25 
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2 
mobile est écarté de la position d'équilibre d’une quantité e— ns , 
GG + 
. ue (a + b}° , 
la vitesse se réduit à ve + z y/— 27, d’où il résulte 


abl? 
que z ne peut pas prendre une valeur positive, c’est-à-dire que le 
point glissera jusqu’à la position d'équilibre et s’y arrêtera. Si & est 
2fabr fabl fabl? 


ou est égal à ———— + 0, Ja 


(a + D | (a + b) ° (a + b}s 


_ —. fab) fabl 
valeur de v devient Vi / aTE Dr d’où 
fable 


il suit que z doit rester négatif et ne peut dépasser = — 0 ou 


(a + 6) 


compris entre 











que le point ne parcourra qu’un espace égal à 20. 
Enfin, en intégrant l’équation différentielle qui donne la valeur de 








dz . , . e 
FT depuis t = 0 correspondant à z— — &, on trouve pour intégrale 
2 — ‘ fabl? 5 [2 (a + b}s 
(a +b) abl? 
Comme à la fin de l’oscillation, z est égal à & — ne Th on trouve 


pour la durée { d’une oscillation entiere, 


\ / +0) où TA / @+b) 
cos T GE 4, d'où T 7 
ab 
a ) 


Cette valeur étant indépendante de l’écart &, il en résulte que toutes 
les oscillations ont la même durée, quelle que soit l'amplitude. Cette 
durée est aussi indépendante du frottement. La durée totale du 
mouvement du point matériel est représentée par le produit de T par 


\ / [* 
le nombre d’oscillations, ou par le produit de 7 DE par le 








b}° . 
plus grand nombre entier contenu dans ae c’est-à-dire qu’elle 
‘ , € b\s 
est sensiblement égale à 27 (a+ 6) 
| 2fl ab 
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Si le tube était ouvert à l’une de ses extrémités, il faudrait faire 
b = 0 et on aurait pour la vitesse 


v= A / 208 (F) —27@—0) 


dont le maximum correspond à 


Telle est évidemment la longueur qu’il faut donner au tube pour que 
la sphère soit lancée au dehors avec la plus grande vitesse possible, 
puisque la vitesse maxima, acquise au moment où le projectile sortira 
du tube, est celle qu’il conserverait indéfiniment dans le vide sans 
l’action de la pesanteur. 
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CHAPITRE XII. 


/ 


Théorie du mouvement curviligne d'un point matériel libre. — Propriétés de ce 
mouvement. — Force centrifuge. — Mouvement d’un point matériel dans un 
milieu résistant. 


1142. Théorie du mouvement curviligne. — Un mouvement cur- 
viligne est celui que prend un point matériel qui décrit une certaine 
courbe dans l’espace en vertu des forces qui l’animent. Pour se rendre 
compte de la génération d’un semblable mouvement, supposons qu’à 
une époque quelconque, le point matériel soit animé d’une certaine 
vitesse dans la direction ab (fig. 86); si aucune force extérieure ne 
vient agir sur ce point, il conservera, à cause de son inertie, sa 
vitesse et la direction de son mouvement; mais si, arrivé en b, une 
force extérieure vient agir sur lui pendant un instant df, il sera dévié 
de sa direction ab et en représentant par be et bc la vitesse anté- 
rieure et la vitesse que la force est capable d’engendrer dans le 
temps dt, le point matériel suivra la diagonale bd du parallélogramme 
construit sur be et bc, avec une vitesse représentée par bd. Arrivé 
en d, s’il reçoit une nouvelle impulsion suivant df, il suivra la dia- 
gonale dh du parallélogramme construit sur df et sur dg = db, et 
ainsi de suite; le point matériel décrira ainsi le polygone ou plutôt 
la courbe abdh..… 

La théorie de ce mouvement consiste principalement dans la dé- 
termination de la position que le point occupe à chaque instant dans 
l’espace, ainsi que de la courbe ou trajectoire qu’il décrit. On voit 
donc qu’en rapportant la position du point matériel à trois plans rec- 
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tangulaires et en représentant par x, y, z les trois coordonnées de sa 
position au bout du temps #, cette théorie a pour but de trouver les 
valeurs de ces coordonnées en fonction de f. L’élimination de t entre 
deux des trois équations donnera lieu à deux équations entre deux des 
coordonnées, qui seront évidemment les équations des projections de 
la trajectoire sur deux de ces plans. 

Comme dans l'intervalle ts ces coordonnées Fegmententée dx, ae dz, 


matériel dans le sens des trois axes ou les composantes suivant les 
axes, de la vitesse dans l’espace, laquelle est par conséquent repré- 


sentée par ( FR) + (à 2) + (© a) qui est égale à Se , puisque 


ne 


ds ou l'élément de la courbe décrite est égal à /dx? +. dy + dri. 
Représentons par X, Y et Z les trois composantes de la force motrice 
suivant les axes; comme cette force est égale ct opposée à la réaction, 
il est clair que les trois composantes X, Y, Z de la première sont égales 
et opposées aux trois composantes de cette dernière; or une force de 


= , 
réaction étant représentée par m ü , la réaction dans le sens de l’axe 


4) 


pour variable dépendante, et l’on est conduit aux trois équations 


dx d?y d?z 
Me X, Ms = ME 2; 


des X est donnée par m 





>) ou M _ en prenant le temps t 


qui forment les équations du mouvement du point matériel m, parce 
que leur ensemble représente la loi du mouvement du point matériel 
dans l’espace. Si X, Y, Z sont respectivement fonctions de x, y et, 
on pourra intégrer séparément ces trois équations en multipliant les 
deux membres par 2dx, 2dy, et 2dz; car il viendra 


(a) == 2 f Xdx + C, n (a — 2 J'Ydy + C 
n (° )- 2 f'Zdz + C”, 
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d’où l’on tirera, en représentant par gx, y, ct +”z les seconds mem- 
bres de ces équations, 


dit — mn, d=y/m "%, dt=y/m dz , 
? 





et une nouvelle quadrature donnera 
tx, 1—=Ÿy, 1—4Ÿ"z2,. 


En éliminant t entre deux de ces équations, on aura les projections 
de la trajectoire sur les plans coordonnés. 

Si X, Y, Z étaient donnés en fonction de t, on trouverait aussi im- 
médiatement par de simples quadratures, les équations de la tra- 
jectoire; car en multipliant par dt et intégrant, il vient 


mn j'xdi + C—= vo, mA J'Y + Cri, 


m E J'Tdt + C'= g', 


puis 
mi = f gtdt + D, my= fotdt + D’, mz= /f y"tdt + D”. 


Par l'élimination de t, on obtiendrait ensuite les équations des pro- 
jections de la trajectoire. 

Les intégrations précédentes ne seraient plus possibles immédiate- 
ment si les forces motrices X, Y, Z étaient fonctions d’une ou plusieurs 
variables, autres que celles indiquées plus haut; dans ce cas, il fau- 
drait considérer les trois équations du mouvement comme formant un 
système d’équations différentielles simultanées, et on les intégrerait 
soit en les combinant de manière à séparer les variables, soit en 
employant la méthode générale indiquée dans le traité d'analyse N° 244. 

Les trois intégrales premicres font connaître les composantes de la 


de dy. dz 
vitesse — Ct par suite la vitesse elle-même qui est donnée 


dt” di 


VE ) + ( 2) + (% ) -_ Elles déterminent aussi la direc- 


tion du mouvement dans l’espace à une époque quelconque, c’est-à- 
dire, la dircetion de la tangente à la trajectoire, car on sait que les 
cosinus des angles que forme la tangente à une courbe au point x, y, = 
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‘dx dy dz Le 
avec les trois axes sont —> —* et — que l’on peut écrire sous 


ds ds ds 

dx dy dz 
la forme du, dt, di t qui reviennent à 
ds > T° js © qui revienn 
dt dt di 
= 
TT ? lc. 
VE 
115. Propriétés du mouvement curviligne. Loi des aires. — On 


déduit des équations générales du mouvement d’un point matériel 
plusieurs lois ou propriétés qui ne sont que des cas particuliers de 
propriétés plus générales que nous démontrerons lorsque nous nous 
occuperons du mouvement d’un système de points matériels. 
Si l’on combine deux à deux par voie de soustraction les équations 
du mouvement 
dix d? d?z 
MT = X, m _ = Ÿ, 
aprés les avoir multipliées respectivement par y et par z, par x et 
par 2, par x et par y, on en déduit 
an TEY — yd?x zd?x — xd?z 


PTE — = xY — yX, M— Ts = 2X — 12, 


yd?z — zd?y 
7 de 


or les seconds membres sont nuls si la force motrice dont X, Y, Z 
sont les composantes, est dirigée constamment vers l’origine fixe des 
coordonnées, si, par exemple, cette force résulte d’une attraction 
ou d’une répulsion émanant de ce point; car ces seconds membres 
sont les moments de la force par rapport aux trois axes, moments qui 
sont nuls si la force rencontre les trois axes ou passe par l’origine. 

Les seconds membres sont encore nuls lorsque le point matériel 
n’est soumis à l’action d’aucune force motrice, c’est-à-dire, lorsque 
X, Ÿ, Z sont nuls; dans l’un ou l’autre cas, on a donc : 


= yL—2Y; 


ay — ydx o zdx — xd'z o yd?z — 2d°y 


—————— — 
dt? ? dt? ? dt? 
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et si l’on intègre après avoir multiplié par dt, en remarquant que 
les numérateurs sont les différentielles de 

xdy — ydx, zdx— xdz, ydz — zdy, 
on trouve : 


cdy — ydx c” zdx — xdz c ydz — zdy 


a 
ee 


dt ? dt ? dt c. 





Ces trois constantes arbitraires sont déterminées quand on connait le 
point de départ du point matériel ainsi que la vitesse initiale cet 
sa direction; car on connaîtra dans ce cas les valeurs de x, y, x, 
dx dy Z . . 
—, —# et — qui entrent dans les premiers membres de ces trois 
dt di dt 

équations. 


Si l’on multiplie les deux membres respectivement par z, y et x, 
on trouve, en additionnant, 


Cx + C'y + C'z— 0, 


qui fait voir que les coordonnées de la trajectoire satisfont à l'équation 
d’un plan passant par l’origine, c’est-à-dire que la trajectoire est 
plane, ce qui du reste est évident, puisque si la force passe par 
l'origine, il n’y a aucun motif pour que le point matériel sorte du 
plan passant par la direction de la vitesse de projection primitive et 
par le centre d'attraction. 

Pour interpréter les trois équations différentielles qui précédent , 
considérons la première se rapportant évidemment à la projection de 
la trajectoire sur le plan des XY ; elle donne, en intégrant une 
seconde fois et en faisant commencer l'intégrale avec le temps, ce 
qui fait disparaitre la nouvelle constante arbitraire, 


ady — ydx = Cdt, J'(xdy — ydx) — C"t. 


Si l’on passe des coordonnées rectangulaires aux coordonnées 
polaires r et 0, en prenant l’origine pour pôle et en comptant les 


4 


angles à partir de l’axe des X, on aura 
æ—=rcos6, y—rsine, 
et l'intégrale devient 
J'rd8 = C't. 


On sait que l'aire élémentaire comprise entre deux rayons vecteurs 
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. , Q 4 
faisant un angle d6, est représentée par g7' 48 ct que, par conséquent, 
l’aire )” que décrit le rayon vecteur pendant le temps t est exprimée 
1 + 0 
par 5 /'r°d0 ; d’où il résulte que l’on a 


1 
1” — 5 C7 , 


c’est-à-dire que l'aire }” est proportionnelle au temps t. Les deux 
autres différentielles conduisent aussi aux relations 


1, _1 

\ — 5 Ct, 1— 3 Ct- 
Il suit de là que, lorsqu'un point matériel en mouvement n'est 
soumis qu’à l’action d’une force dirigée vers un point fixe, la trajec- 
toire est toujours renfermée dans un plan passant par ce point et le 
mouvement a lieu de manière que les aires que décrivent les trois 
projections du rayon vecteur de l’espace sur les trois plans coordonnés 
sont proportionnelles au temps employé à décrire ces aires, le centre 
des aires étant placé à l’origine, qui cst le centre d’attraction. 

En représentant par L l’aire plane que décrit le rayon vecteur de 

l’espace et dont à, »’, }” sont les projections, on sait qu’on a 


LEE, 


et partant 
n _ 
L = ty C? + C? + C”?, 


c’est-à-dire, que cette aire de l’espace est aussi proportionnelle au 
temps employé à la décrire. 

Les trois intégrales premières auxquelles nous avons été conduits 
plus haut, savoir 


«dy — ydx 
Te C, etc., etc. 
. . . none . dx dy 
ont aussi une signification géométrique fort simple; comme L° À’ 
dz . . . d dx 
di sont les composantes de la vitesse du point matériel, x a UT elc., 


cte. sont les moments de cette vitesse par rapport aux axes, de même 
24 
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que «Ÿ — yX, etc., etc. sont les moments de la force (XYZ) et ces 
trois intégrales premières expriment que les moments de la vitesse 
du point par rapport aux axes sont invariables. 

Réciproquement, si cette loi des aires se vérifie dans le mouve- 
ment d’un point matériel, on doit en conelure que ce point est soumis 
à l’action d’une force dirigée vers l’origine des coordonnées, car si 
on dérive deux fois les trois équations qui expriment cette loi, on 
est conduit aux suivantes 


24 TT 

dr dr 
qu’on peut remplacer par 

xY — yX = 0, etc., etc. 


— (0 , etc., etc. 


à cause des équations du mouvement d’un point matériel. Ces dernières 
équations expriment que les moments de la force motrice par rapport 
aux axes sont nuls, ce qui ne peut avoir lieu que si la force est dirigée 
vers l’origine. 

4114. Équation des forces vives. Multiplions les trois équations du 
mouvement respectivement par 2dx, 2dy, 2dz; il vient en les ajoutant, 


d'x dy oŸ7 | 
m (2 Tr 2 dy +2 Ta ide) = 2 (Ke + Vdy + 249) 


Or le premier membre peut être mis sous la forme 


2dxd°?x + 2dyd?y + 2dzd?z 
di? 


et lenumérateur n’estautre chose que la différentielle de dx°+dy°+ dz, 
c’est-à-dire, de ds?; on a donc 


2dsd?s 


TE 2 (Xdx + Ydy + Zdz), 


7 ds ” 
et en intégrant et remarquant que — est la vitcsse v du point matériel, 


dt 
ds\? 
à) — mu — C + 2 f'(Xdx + Ydy + Zdz). 
Cette équation peut servir à déterminer à chaque instant la vitesse 
en fonction des forces motrices X, Y, Z, pourvu que ces forces ne 
soient que des fonctions des variables x, y, z dont les différentielles 
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dx, dy, dz entrent sous le signe d'intégration et que le trinôme 
Xdx + Ydy + Zdz soit une différentielle totale exacte d’une fonction 
de trois variables indépendantes x, y, z, ce qui exige que l’on ait 


dX dY dY dZ dx dZ 
dy dx’ dr dy dz dx 


ainsi qu'on l’a vu dans le calcul intégral (N°25). Si X, Y etZ contenaient 
d’autres variables que x, y, z, ou si ce trinôme n’était pas une diffé- 
rentielle totale exacte, l'intégration serait impossible, l’expression 
précédente serait complètement illusoire et la vitesse ne pourrait être 
exprimée par une fonction de trois variables indépendantes x, y, z. 

La constante arbitraire est déterminée si l’on connait la vitesse v, 
du point matériel au premier instant du mouvement; car en prenant 
l'intégrale depuis cet instant, on a 


== mv.? 
et par conséquent 


mo? — mv? = 2 f (Xdx + Ydy + Zdz), 


l'intégrale étant prise depuis le point où la vitesse est v, Jusqu'à 
celui où elle est v. Cette équation peut être mise sous une forme plus 
simple ; si R est la résultante de X, Y, Z, le système des forces X, Y, Z 
et — R sera en équilibre autour du point #; en désignant donc 
par dr la projection du déplacement virtuel de —R correspondant 
aux déplacements dx, dy et dz de X, Y et Z, le principe des vitesses 
virtuelles donne 


Xdx + Ydy + Zdz — Rdr =0, 


qui fait prendre à l’équation supérieure la forme 
mv? — mu? — 2 f Rdr. 


Cette équation, comme la première, ne peut être employée à déter- 
miner la valeur de v que si Rdr est une différentielle exacte, c’est-à- 
dire, si R est fonction de r, ce qui a lieu si r est la distance du 
point m à un point- fixe et si R étant fonction de r est constamment : 
dirigée vers ce point fixe. 

Cette relation entre la vitesse et la force motrice ne renferme 
aucune trace de la direction des axes coordonnés et en est par con- 
séquent entièrement indépendante ; pour énoncer la propriété qu’elle 
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exprime, il est nécessaire de convenir de quelques nouvelles défini- 
tions. On appelle force vive d’un corps en mouvement, le produit 
de sa masse par le carré de sa vitesse, et quantité d’action élémentaire 
développée par une force R, le produit de l'effort exercé par cette 
force et de l’espace infiniment petit dr parcouru par le point d’appli- 
cation de cette force, ou par le point matériel, dans la direction de 
la force. L'intégrale f Rdr prise entre deux époques du mouvement 
est par conséquent la somme des quantités d’action élémentaire, ou 
simplement, la quantité d'action développée entre ces deux époques, 
et l'équation précédente exprime que, entre deux époques quelconques, 
l'accroissement de force vive d’un point matériel est égal au double 
de la quantité d'action que produit la force motrice. 

Il est à remarquer que la force vive gagnée ou mv? — mv.? n’est 
autre chose que le double de la quantité d’action duc à la force d'inertie; 
en effet, cette force d’inertic dirigée en sens inverse du mouvement 


dv . Nu . 
est mn) le chemin parcouru dans l'intervalle d£ avec la vitesse v 


"7 UT dv 
est vdt; la quantité d’action élémentaire est donc m — vdt — mvdv et 


dt 
ir Does 1 1, 
la quantité d'action entre deux instants est /'mvdv ou 9 MU? —— MU; 


l’équation des forces vives ne fait donc qu’exprimer l'égalité des 
quantilés d’action fournies par la force motrice et par sa réaction 
dans un même intervalle de temps. 

La relation que l'on vient de trouver entre la force vive d’un point 
matériel et la quantité d’action développée par la force motrice est 
connue sous le nom d'équation des forces vives pour un point maté- 
ricl, On verra plus loin le parti que l’on peut en tirer dans la méca- 
nique appliquée à laquelle elle sert en quelque sorte de fondement; 
bornons-nous pour le moment à remarquer que comme l'intégrale du 
second membre ne peut être obtenue que lorsque la force est donnée 
en fonction de r, comme cela a lieu si R est une force dirigéc vers un 
point fixe et fonction de la distance r à ce point, la quantité de force 
vive est alors représentée par une fonction de la distance r et 
toutes les fois que celle-ci passera par la même valeur, la force vive 
redeviendra la même, quelle que soit la trajectoiré parcourue. C’est 
dans cette propriété que consiste la conservation de la force vive pour 
un point matériel. Elle ne subsisterait plus si R dépendait d’une autre 
variable que r, puisque dans ce cas l’équation précédente ne pourrait 
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plus servir à déterininer la vitesse, attendu que l'intégrale de Rdr 
n’existerait plus ct que quand bien méme elle existerait, elle ne 
serait plus fonction de la seule variable r. 

145. Équations du mouvement relatif. — Les équations précé- 
dentes se rapportent toutes au mouvement d’un point matéricl rapporté 
à des axes fixes, c’est-à-dire, qu’elles font connaitre le mouvement 
absolu d’un point dans l’espace. Si l’origine était mobile, les axes 
restant parallèles à eux-mêmes, les coordonnées x’, y’, z’ du point 
rapporté à ces axes, ne donneraient plus la position absolue dans 
l’espace, mais sa position par rapport aux axes mobiles, c’est-à-dire, 
sa position relative et par suite, toutes les circonstances de son mouve- 
ment relahf et en désignant par x, y, z et a, b, c les coordonnées 
du point m et de l'origine inobile O rapportés à des axes fixes XYZ 
(fig. 87), on aurait 


g'=2—a, yÿ—=y—-b, 7-0. 


? dx da 


Te ctc. égaux à FTP 7É etc. se nomment vitesses relatives du 
point m. Le mouvement relatif se nomme aussi mouvement apparent, 
parce que c’est celui qu’aperçoit un observateur placé à l’origine 
mobile. 

La différentielle x’dy’ — y'dx’ et par conséquent son intégrale ont 
aussi des significations différentes de celles trouvées pour le cas 
des axes fixes, car O et m étant les projections des positions de 
l'origine mobile O (fig. 87) et du point m à une époque f, O' et m’ les 
mêmes positions après un temps dt, si on désigne mO par r’, par 6’ 
l’inclinaison mOX’ de mO sur l'axe des X’ et par x'y’ les coordonnées 
de m relatives aux axes X’ et Y’, on trouverait comme plus haut 


x'—r'cos0", y —7r'sint 
et par suite 
x'dy — y'dx' = r'*d'; 


or si par O on mène m”O parallèle à m0’, comme d6’ est l’accroisse- 
ment de 8’ dans le temps dt, d0’ représente l'angle mOm"” ct par 
conséquent les deux membres de cette équation représentent le 
double de l'aire du secteur mOm” correspondant à un déplace- 
ment mm” du point matériel, déplacement qui n’est autre chose que 


son déplacement apparent par rapport aux axes X’Y’ dans le temps di, 
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ou plutôt sa projection dans Ile plan XY, tandis que #m’ est son 
déplacement effectif dans l’espace. Cette aire est dite pour ce motif 
projection de l’aire apparente décrite par le rayon vecteur ct l’inté- 
grale de <'dy — y'dx’ est la somme de ces aires apparentes dé- 
crites par le rayon vecteur dans chaque instant dt qui sépare les 
deux limites de l’intégrale, c’est-à-dire, la projection de l'aire ap- 
parente totale. 

Quand on connaît les mouvements absolus du point matériel mobile m 
et de l’origine mobile O, il est facile de trouver toutes les circonstances 
du mouvement relatif ; car si l’origine est elle-même un point matériel 
mobile m’ dont le mouvement absolu est dû aux forces motrices A, B, C 
et si X, Y, Z sont les forces motrices qui déterminent le mouvement 
absolu du point m, les équations des mouvements des deux points 
seront 


dx d? d?x 
,d?a , db , dc 
Mat Man Van 


d’où l’on déduit en divisant par m et m'’ et retranchant membre à 
membre, 

B d?z Z CC 
7 — (2) 


di Om mm 





à cause des valeurs trouvées plus haut pour x, y’, 7’. Ces équations 
sont celles du mouvement relatif, parce qu’elles donnent, étant inté- 


X A 
rées, les valeurs des coordonnées relatives x”, y’, z’ et ——— etc., 
8 ? 3 m m' 


sont appelées forces accélératrices relatives. Si l’origine mobile, au 
lieu d’être un point matériel soumis à l’action d’une force, était un 
point géométrique ayant dans l’espace un mouvement connu, a, b, c 
seraient des fonctions connues +», 9, +” du temps f, c’est-à-dire que 
l’on aura 

da di? db dy dc d'y 
de de” dé dr’ d8 d® 


et en les retranchant des équations (1) du mouvement absolu du 
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int et remplacant dx da TT etc. on serait conduit 
oint m —_— — —— par ——- , rait condui 
P PRE Te de de °°” 
aux équations suivantes du mouvement relatif, 


Es XX de dy  Y dy di OZ dy 
Em de dm de” dm a 0) 
qui, étant intégrées, feront connaître les coordonnées relatives x’, y’, z’. 
4146. Loi des aires dans les mouvements relatifs. — En combinant 
deux à deux les équations (2) d’abord, puis les équations (3) comme 
au N° 113, on est conduit dans le premier cas, aux Marre 


FLE , EX e{(X_B\_ À _A 
Don Ven 
a y (LE) 2 1_ 
ÿ dt? Fe — m m m' 
LIL K 4 v(Z_C 
fe" de" \m mn m mm 


ct dans le second cas, à celles-ci 
TS , Ex’ x Y dy X __ de 
va Var Vu 46) ne 


Er dy y(Z PEN, (X_ dr 
ae “ae T\m de m dE 


BE Er (X de _ dy” 
7 Ge di “\m de dt® J' 


Si la force relative du point m est constamment D dirigée vers l’ori- 
gine mohile O, les seconds membres dans les 6 équations sont nuls, 
puisqu'ils représentent les moments de cette force par rapport aux 
axes mobiles et l’on a 
, dy , dx’ , 
Ds Y de = etc., etc... (5) 
En multipliant ces équations (5) par dt et intégrant deux fois comme 
au N° 115, on trouve 


, dy , dx’ » ,dz , dy , dx , az , 
POS TRE Tr nr Enr it 


J'(x'dy" -— y'da’) — C't, ete., ete....(6) 
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Les trois intégrales premières multipliées respectivement par 2’, x’, y! 
et additionnées ensuite donnent aussi 


Cx’ + C'y + C7 = 0. 


Cette dernière équation qui est linéaire par rapport aux coordonnées 
relatives x’, y’, z’ exprime que la trajectoire relative du point matériel 
est un plan passant par l’origine mobile ou, en d’autres termes, que la 
trajectoire du point matériel est constamment renfermée dans un plan 
passant par l’origine mobile ct conservant une position invariable par 
rapport aux axes mobiles. Les trois intégrales premières signifient que 
les moments de la vitesse relative ou apparente par rapport aux trois 
axes mobiles sont invariables et enfin si on se rapporte à ce qui a été 
dit au commencement du N° 415, il est visible que les trois intégrales 
secondes expriment que les projections de l’aire apparente décrite 
par le rayon vecteur du point matéricl mené à l’origine mobile sont 
proportionnelles au temps employé à la décrire. Si on désigne par 
à, X, }” ces trois projections et par L l’aire clle-même, comme cette 
dernière cst plane, on a aussi 


LL pr + Ur +8 —1p/C + C? + C?; 


l'aire apparente décrite par le rayon vecteur est donc aussi propor- 
üonnelle au temps. 

Réciproquement, si la loi des aïrcs apparentes s’observe dans le 
mouvement relatif d’un point matériel, on doit en conclure que la 
force relative cst dirigée vers l’origine mobile des coordonnées, car en 
dérivant deux fois les trois équations (6) qui expriment cette propriété, 
on retrouve les équations (5) et par conséquent les seconds membres 
des équations (4) doivent être nuls, ce qui indique que la force rela- 
tive passe par l’origine, puisqu'ils en sont les moments par rapport 
aux axes. 

L'hypothèse que nous avons faite sur la force relative supposée 
constamment dirigéc vers l’origine mobile, se réalise dans différents 
cas. Celle circonstance sc présente évidemment lorsque la force qui 
agit sur chacun des deux points matériels est dirigée vers l’autre 
point et que l’un des deux est pris pour origine mobile, comme cela 
a lieu quand on cherche le mouvement relatif d’un point par rapport 
à l’autre, les deux points n'étant soumis qu’à des attractions mutuelles. 
L'hypothèse se vérifie encore lorsqu'un point matériel m est soumis à 
l'action d’une force (XYZ) constamment dirigée vers l’origine mobile, 
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pourvu que cette origine ait dans l’espace un mouvement rectiligne 
da db de 
et uniforme, car alors les composantes °° d de sa vitesse 
a d? Ë d? 
me Te _ et par suite Ta 
CC fl 2 
n: TE seront nulles et les forces relatives m G- _ 
se réduiront à la force motrice (XYZ) qui passe par l’origine mobile. 
Il résulte de ce qui précède que lorsqu'un point matériel mobile est 
soumis à l’action d’une force constamment dirigée vers une origine 
ayant dans l’espace un mouvement rectiligne et uniforme, la trajec- 
toire relative du point matériel est une courbe plane, l'aire relative 
décrite par le rayon vecteur est proportionnelle au temps employé à la 
décrire et les projections de ces aires sur les plans coordonnés sont 
proportionnelles au temps. Les mêmes propriétés subsistent lorsque 
deux points matériels sont soumis à leurs actions mutuelles et que 
lun des deux tient lieu d’origine des coordonnées. | 
Dans ce dernier cas, si l’une des forces est la réaction de l’autre, 
les forces motrices A et X, Bet Y, C etZ sont égales et de signes con- 
traires et les équations du mouvement relatif (2) du N° 145 devien- 
nent 


seront constantes, les dérivées 


» etc., etc. 


dx m+m dy m+m,, dz mm, 
dE om dé mm  ? d® mm  ? 


ou plutôt, en désignant par R la force qui se entre les deux points, 


par r leur distance et par conséquent par R° T° RŸ 9 R° les com- 











posantes de la force suivant les axes, ....(7) 
dx m+rm'ax m dy m+my Ur m+rmzr R 
—— — — — —= — M —— — te 
di mr” de mr 7 dt m' 


117. Équation des forces vives dans les mouvements relatifs. En 
multipliant respectivement par 2dx', 2dy', 2dz', les trois équations du 
mouvement relatif (2) N° 145, il vient 


dx dy" dx ? / ’ ? L F 
m (2 “sd + 2 —< PT dy +2) 2 (ur + Y'dy + Zdx) 


dans laquelle X’, Y’, Z’ sont les composantes de la force motriec rela- 
25 
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X A 
tive ou m nm)? etc. etc. Son intégration conduit à la suivante 


A) +) + (ÉD -arru e verra 


où le premier membre est le carré de la vitesse relative multipliée 
par la masse et si l’on prend l'intégrale depuis le moment où elle 
est +, jusqu’à celui où elle est v’, on trouve 


mv?— mr = / (X'dx’ + Y'dy' + L'dz'). 


Cette équation des forces vives relatives est de même forme que 
celle des forces vives absolues et exprime des propriétés analogues. 
Ainsi 4° la vitesse relative restera invariablement la même, si les 
forces relatives sont nulles; 2° la vitesse relative variable reprendra la 
même valeur toutes les fois que le point matériel repassera par la même 
position relative, pourvu que le trinôme différentiel soit la différen- 
tielle exacte d’une fonction des trois variables x’, y’, z’ considérées 
comme indépendantes, ce qui a toujours lieu lorsque la force relative 
est dirigée vers l’origine mobile et est fonction de la distance à ce point. 
S’il s’agit, par exemple, du mouvement relatif de deux points matériels, 
soumis à des attractions mutuelles, dont l’une est la réaction de 
l’autre, on a vu au numéro précédent que X’, Y’, Z’ sont égaux 
à mime z R, etc. etc. et l’équation des forces vives devient 


ma — mo? _m ee FR (= + yes + =<) 


ou plutôt, à cause de r°= x"? + y’? + 7°? 


m+mMm 





m v'? — mu? — JSRdr 
et l’intégration sera possible si R est fonction du rayon vecteur r. 
118. Force tangentielle. Force infléchissante. Force d'inertie tan- 
gentielle. Force centrifuge. — Si, à une époque quelconque du mouve- 
ment curviligne d’un point matériel, on décompose la force qui agit 
sur lui, en deux autres, l’une dirigée suivant la tangente à la trajectoire 
et l’autre perpendiculaire à cette direction, la première composante 
nommée force langentielle tend à accélérer le mouvement du point 
matériel dans le sens de la courbe, la seconde n’a d’autre effet que de 
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faire dévier à chaque instant le point matériel de la direction recti- 
ligne et a été nommée par quelques auteurs, force infléchissante, mais 
est plus généralement connue sous le nom de force centripète. 

La force de réaction due à l’inertie du point matériel donne lieu à 
la même décomposition; la première composante est la réaction tan- 
gentielle et la seconde est connue sous le nom de force ou réaction 
centrifuge. Cette dernière représente l’effort que fait le point matériel 
en vertu de son inertie, pour conserver le mouvement rectiligne dans 
le sens de la tangente, tandis que la réaction tangentielle représente 
l'effort que fait le point matériel pour conserver un mouvement uni- 
forme suivant la tangente. 

Nous ne nous arréterons pas à chercher les valeurs de la force 
tangentielle et de la force centripète;, nous nous bornerons à déter- 
miner les réactions de ces deux composantes, c’est-à-dire, la réaction 
tangentielle et la force centrifuge; pour cela, observons que puisque 


dx di dz | . 

Jet L sont les cosinus des angles que fait une tangente à la 
trajectoire avec les trois axes, on a pour la somme des compo- 

dx dy d'z . l | 

santes de m de” ms? MT suivant la tangente, ou pour la 
réaction tangentielle, 
d?x dx m dy dy mm dèz dz 
dé ds de ds de ds 


T — 


qui se réduit à 


en observant que l’équation 
ds? = da + dy? + dé 
donne par la différentiation , 
dsd?s — dxd?x + dyd'y + dzd'z. 


Cette valeur s'accorde avec ce qu’on a vu (N° 104), qu’une force de 
réaction est, en général, représentée par le produit de la masse par 
la dérivée de la vitesse par rapport au temps, et l’on vait que cctte 
valeur subsiste encore dans le mouvement curviligne. 

Quant à la force centrifuge, en la représentant par f et par }, p, », 
les angles qu’elle fait avec les axes, si l’on observe que la réaction 
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tangcntielle et la réaction ou la force centrifuge décompoasées suivant 


de mTY, 

les trois axes, doivent reproduire les forces de réaction m—— PTE MT? 
d?z . 
arr on aura : 

d°x d's dx d'y ds dy 
MM éd + f cos}, M M Ts COS; 
m mÉS E à foos 
de "de ds ” 


Pour tirer de là les valeurs de f, 1, p et », on mettra ces équations 
sous la forme 


feosi=m—— 


ds dsd?x — dr®s 
dé dd 


f cosu — m _ 163 | fosr=mR ie ! 


et si on les additionne membre à membre, après les avoir élevées 
au carré , en remarquant que 


cos? À + COS? p + COS v — 1, 


2 dy 2 dz 2 
A UOROEE) 


On sait qu’on a pour expression du rayon de courbure (traité 


d'analyse N° 106) 
\? _/dz\: 
(+6 a ds? 
VD DE ©} 


la valeur de f devient donc 


ds 2 
"QG ) me 
P 


on trouvera 


mt 
—— 





Led 
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dans laquelle v est la vitesse du point matériel. On voit que la force 
ou réaction centrifuge en un point quelconque de la trajectoire cst 
représentée par la force vive du point matériel divisée par le rayon 
de courbure de la courbe. Si on remplace f par sa valeur, on trouve 
pour déterminer }, p et », 


2 q( 2 (4 _P ,fdz 
co Ld( TE), ou Ld(T) co = L4(T 


Ces valeurs sont celles des cosinus des angles que fait le rayon de cour- 
bure de la trajectoire avec les axes ; la force centrifuge est donc dirigée 
dans le sens du rayon de courbure. C’est cette propriété qui lui a fait 
donner son nom, parce qu’elle parait tendre à éloigner le point 
matériel du centre de l’arc qu’il décrit. 

On peut arriver à cette expression de la force centrifuge, ou 
plutôt de la force centripète qui lui est égale et opposée, d’une 
manière fort simple en observant que le point matériel tend par son 
inertie à continuer à se mouvoir suivant la tangente MT (fig. 88), 
prolongement de l’élément mM de la trajectoire, tandis que, par l’effet 
des forces motrices, il décrit l’arc MM’ — ds dans le temps dt; si donc 
par la tangente MT et l’élément MM’, c’est-à-dire par deux éléments 
consécutifs de la courbe, on fait passer un plan , ce plan sera le plan 
osculateur, une normale MO à la tangente MT renfermée dans ce plan, 
donnera la direction du rayon de courbure et la force centripète aura 
pour effet d’écarter le point M de la direction rectiligne MT qu'il 
avait au point M, ou ce qui revient au même, de le déplacer dans le 
sens du rayon de courbure MO, d’une quantité Ma que l’on obtient 
en menant M'a parallèlement à MT ; or si pendant le temps df la force 
motrice f qui fait parcourir l’espace Ma est supposée constante, on 
sait (voir N° 110) que l’espace parcouru est égal à la moitié de la force 


accélératrice mn multipliée par le carré du temps, c’est-à-dire que l’on a 


| 
d’où l’on tire 
9,Ma 
f=m Ty 


et en considérant MM’ comme un arc de cercle ayant pour rayon MO, 
ou pour diamètre MC, la corde MM’ qui se confond avec l’are, scra 
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moyenne proportionnelle entre le diamètre MC et le segment adjacent 
Ma; d’où il suit que l’on a 





ce qui conduit à la valeur de f trouvée plus haut. 

119. Application au mouvement parabolique d’un point matériel 
pesant. Après avoir donné les principes généraux du mouvement cur- 
viligne, nous appliquerons nos formules à quelques exemples. Considé- 
rons en premier lieu le mouvement curviligne d’un point matériel 
pesant m lancé dans l’espace supposé vide , avec une vitesse initiale 
donnée; la force motrice due à la pesanteur étant mg, si «, B, y re- 
présentent les angles formés par la direction de cette force, ou la 
verticale, avec les trois axes pris du côté positif, ses trois composantes 
seront mg cos a, mg cos B, mg cos y et les équations du mouvement 
deviendront 


dx dy d?z 
ME M COS a, M TE — Mg COS B;, ma Mg COS 7, 


d’où l’on tire 


— gtcosa+ CG, D G1c058+ €, Gt cos y + €”, 


XL 
dt dt dt 


| 
= ge cos a + Ct + D, y= 59 cos 6 a- C't + D, 


1 
z = 39€ cos y + C”t + D”. 


Les trois premières font connaître les vitesses dans le sens des trois 
axes et leur résultante est la vitesse dans l’espace à une époque quel- 
conque {. Les constantes arbitraires C, C’, C” sont évidemment les 
vitesses initiales suivant les axes, ou lorsque t — 0; si donc k est la 
vitesse initiale et a, b, c les angles que forme sa direction avec les 
axes, on devra faire 


C—kcosa, C'—kcosb, C”’= k cos c. 


Les valeurs de x, y, z font connaître à chaque instant la position 
du point matériel. Les constantes D, D’, D” sont les valeurs de x, y, z 
lorsque t — 0, c’est-à-dire que ce sont les coordonnées à l’époque 
initiale. En éliminant successivement t entre deux de ces trois équations, 
on obtient des relations entre x ety, y etz, x et z qui sont les 
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équations des projections de la trajectoire sur les plans coordonnés. 
d'y d?z 
du” di” de 


sont nulles ; d’où il suit qu’elles rendent identique 


Remarquons que puisque —— sont constants, Îles déri- 


, d3z 
dt dis” dis 


l'équation de condition suivante : 
(dyd5z — d'zd5y) dx + (d?zd5x — d'xdiz) dy + (d'xd5y — d'ydix) dz — 0, 
qu'on peut mettre sous la forme 


dy diz  d?z dy d'z dix  d?x d5z\ dy 
de dt dé dt 


Ex dy dy dx\ dr 

déds dé dw)d  ? 
et qui exprime (voir le traité d'analyse N° 411) que la courbe de 
l’espace est plane ; et en effet, si l’on prend pour origine le point de 
départ du point matériel, pour axe des YŸ la verticale dirigée vers le 


haut et pour plan des XY celui qui contient la direction de la vitesse 
de projection ou de la vitesse intiale , il faudra faire 


de dé de dé)dt \di dé de dë dt 


a 


3 B=7+r, = b—-—a, = > D—D'—D"— 0, 


ce qni réduit les intégrales précédentes à 


dx dy dz 
a = #*cos a, ni —gt+ksina, a: 
x = ktcos a, y=—5gf + Hsin a, z = 0. 


La dernière fait voir que la trajectoire est entièrement renferméc dans 
le plan des XY. En éliminant t, on trouve pour son équation, 


À 
ÿ = x lang a | 2kcost a 
qui appartient à une parabole. En faisant y — 0, on est (fig. 89) con- 
duit à 


k2 a 
AB — 2 — sin a cos a — — sin 2a. 
g 9 
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On voit que cette distance AB, que l’on appelle amplitude, est la plus 
grande possible lorsque sin 2a — 1, c’est-à-dire, pour a égal à 45 


dy 





degrés. Si l’on tire de l’équation la valeur de d° trouve 
d 9 
= {ang a — — 
dx 8 k? cos? « 


et partant, au point A, 
dy 
— = {ang a 
dx 8% 


d’où l’on conclut que la tangente à Ja trajectoire au point de départ 
, , . . . . e,s , d 
est représentée par la direction de la vitesse initiale. En égalant 7 


dx 
à zéro, pour avoir le point C le plus élevé de la trajectoire, on trouve 
2 


2e 
AD — À sin a cos a =, CD — —sin° a. 
2 29 


Transportons l’origine des coordonnées au point C, ce qui se fera en 





k3., k2 . pu 
remplaçant x et y par x + 7°" a cos a et y + 2 sin? a; l’équation 
devient alors | 
À gx 
To ce” 
2 k? cos? a 


ou, en changeant la direction de l’axe des Y, 





_1 gg" 
JT 9 Jr cos a 


On voit par cette équation que la trajectoire décrite par un point 
matériel pesant lancé dans le vide, est une parabole dont l’axe est 
vertical. 

On peut déduire de l'amplitude AB — {, la vitesse de projection, 
connaissant l'angle de projection a ou TAB; car on a 





1 1 


sin 24 


On voit aussi qu’avec la même vitesse de projection, on peut atteindre 
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la même amplitude sous deux inclinaisons différentes a et a’ de la 
vitesse de projection; car il suffit que l’on ait 


sin 2a — sin 24’, 


ce qui exige que 


2a—r— 2 ou a+ «a — 


NI à 


c’est-à-dire, que les deux inclinaisons qui donnent la même amplitude 
sont complémentaires. 

Si l’on voulait connaitre l'angle sous lequel le point matériel doit 
être lancé avec une vitesse déterminée k, pour atteindre un but 
connu E, il suffirait de remarquer que les coordonnées x’y' de ce 
point doivent satisfaire à l’équation de la trajectoire, ce qui donne 


gx” 


JT DGA — Sn co a 


d’où il faudra tirer la valeur de a. 

On aura l’enveloppe de toutes les trajectoires obtenues en lançant 
le point matériel en À sous toutes les inclinaisons possibles et avec 
une vitesse initiale constante, en prenant la dérivée de l’équation 
générale des trajectoires par rapport à a et éliminant cette quantité 
entre la dérivée et l’équation primitive. On trouve ainsi pour l’équa- 
tion de cette enveloppe, 


équation qui forme la limite des points qu’il est possible d'atteindre 
avec une vitesse de projection constante k. Cette équation appartient 
à une parabole dont l’axe se confond avec l’axe des Y ct dont le foyer 
est placé à l’origine A. 

120. Application au mouvement elliptique. — Pour seconde appli- 
cation, nous chercherons le mouvement d’un point matériel attiré 
par un point fixe M avec une intensité qui varie dans le rapport 
inverse du carré de la distance à M. 

En prenant le point fixe pour origine des coordonnées et représen- 
tant par x, y, z les trois coordonnées du point matériel à une époque 
quelconque t et par r sa distance à l’origine, l'intensité de l’attraction 


kM 
sur l’unité de masse est TE (N° 99), et comme cette droite r fait avec 


26 


198 CHAPITRE XIIL. 


ÿ 


‘ X 2 . 
les axes des angles dont les cosinus sont —; * et = les trois compo- 
r Tr 


santes de la force accélératrice dirigée vers l’origine sont exprimées 
kMx kMy et kMz 











Par — 5 ——; 55 (na donc pour les équations du 
mouvement, en remarquant que r = j/x° + y? + 2°, savoir : 
Êx kMx 
dé (at + y + rt 
d'y kMy d?z kMz 
CAES LT PEUT: 


(x? + y? + 71) 


Aucune de ces équations n’est intégrable isolément ; ce n’est qu’en 
les combinant d’une manière convenable que l’on parvient à trouver 
leurs intégrales. La combinaison qui a conduit à la loi des aires donne 
comme on devait s’y attendre, 


x dx d?z  PY dx dz 
Fu Jar 0 Joe tu fe 


d’où l’on tire, en multipliant par dt et en intégrant ensuite chaque 
terme par parties, 


dy dx _, dr LUE dx dz 
Su Vu Cr Vu td © tu a 


qui forment les trois intégrales premières. Elles ne sont autres que 
celles fournies par le principe des aires, qui devait évidemment se 
vérifier dans cet exemple. On déduit aussi de ces intégrales Féquation 
du plan dans lequel est renfermée la trajectoire, équation qui est 


Cx + C'y + C’z = 0. 


La position de ce plan fixée par les valeurs de C, C’, C” se détermine 

par la condition que le point matériel placé primitivement au 

point (a, b, c), ait recu une vitesse d’impulsion p dirigée suivant 

une droite faisant avec les axes des angles «, B, 7; comme les valeurs 

initiales de de 9 We T, composantes de la vitesse suivant les axes, 
PTT RETT 

sont pm COSæ, p COSB, p cosy, on a 


ap COSB — bucosa—C", bucosy—cu cosB—C, cucosa—aucosy—= C, 
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et l'équation du plan devient 
a (z cos 8 — y cos y) + b (x cos y — x cos à) + c (y cos « — x cos B) — 0. 


On vient de voir que la trajectoire du point matériel est plane; cette 
circonstance permet de réduire à deux les équations du mouvement 
en prenant pour plan des (X, Ÿ) le plan même de la trajectoire. Il vient 
alors, puisque le z est constamment nul, 


dix kMx d'y kMy 
ee (1) 
(ec + y?) (+ y) 
d’où l’on tire comme ci-dessus, 
d'y d'x dy dx 
Ton — Yo = et 2 Yu 


qui est une des intégrales premières des deux équations (4) du mouve- 
ment. On obtient la seconde intégrale première. en multipliant (1) 
respectivement par 2dx et 2dy et en les ajoutant; on trouve en effet 

d?x d'y 


2dx — + 2dy —= 


2xdx + 2ydy 
dt? dt 5 ? 


— EM 
(a? + y?) 


et en intégrant, 


x) + ay - ETS 


Cette équation qui n’est autre que celle fournie par le principe de 
la force vive, fait connaître la vitesse du point matériel à une époque 
quelconque, puisque le premier membre représente le carré de cette 
vitesse. 

L'intégration des deux équations 


PCR = C et (& =) + (+) 2kM + C”, 
d PAT 


qui doit nous conduire à la solution complète du problème, présente 
des longueurs que l’on évite en transformant les coordonnées rectan- 
gulaires en coordonnées polaires; on sait en effet qu’on a, en comp- 

tant l’angle 4 à partir de l’axe des X et en conservant la même origine, | 


x=TCOS4, y—TrsinNn#, 
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d’où l’on tire 


d r d 
— c05 4 — — d J sin T+resng 


d 
dt dt M da 7% 


et nos deux PS différentielles deviennent par la substitution, 


= (7) + (7) -* 2%, ©... 


En éliminant dt on trouve 


r Sin # 


dy = Cr ; 


r y Cr? + 2kMr — C? 


que l’on peut intégrer par la méthode générale des fonctions irration- 
nelles, ou plus simplement, en remplaçant r par une nouvelle varia- 


4 
ble a On trouve ainsi : 





kM c 
T4 | EMr — C? 
y = E — arc cos ———— — E + arc cos ———— 
L2M? | r y C'C? + KM? 
C' + ne 


et par conséquent, 

kMr — C* C° 
——_—_—————_————— UN = ———————_——_————__——————— 
r y/C'C? + AM? EM — AM + C'C* cos (1—E) 
L’équation polaire d’une section conique rapportée à l’un de ses 
foyers est 


cos (y — E) — 


a (1 — 6) | 


T — 
À — e cos € 


dans laquelle r est le rayon vecteur, € l’angle qu'il fait avec le grand 
axe, a le demi grand axe et e l’excentricité ou la distance des foyers 
divisée par le grand axe. On voit donc que la trajectoire est une 
semblable courbe dans laquelle a et e ont les valeurs suivantes : 


AM? + CC: C° EM 
D, a (1 — 


2\ 7 _ ? — — — 
EN =? d’où «a ’ 


C’ 
c'e 
e — À + —— TT 


e == 
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Pour rendre les deux valeurs de r identiques, on doit poser 
° E—y—#£, ou y—e+E 
dans laquelle les angles 4 et e sont comptés, le premier à partir de 
l’ancien axe des X et le second à partir du grand axe de la section 
conique; on voit donc que la constante arbitraire E représente l’in- 
clinaison du grand axe de la courbe sur l’axe des X. On sait que cette 
courbe est une ellipse, une parabole ou une hyperbole suivant que 
l’on a e < 4, e— 14 ou e > 1; l’on aura donc l’une de ces trois 
courbes selon que C’ sera négatif, nul ou positif, puisque l’on sait que 


? C? 
e NV 1 Cv 


Les valeurs des trois constantes arbitraires C, C’ et E se déduisent 
de la position et de la vitesse initiales du point matériel. 

Pour déterminer la durée d’une révolution elliptique, on élimine 
dy au lieu dt entre les équations (2), après avoir remplacé C’ par 
— C’ pour que le mouvement soit elliptique. On trouve ainsi 


rdr rdr 


V/2EMr — CG — Cr 


t — 





kM 
en remplaçant ou — r par %, ou bien 


K°M*  C° 
Ve C'° TC. 


dont l'intégrale indéfinic est 


+ 
M — Cr 
1=—1lyamr cr k arc S jm M CT ,) 
C C'yC V'A2M* — C°C’ 
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et l’intégrale définie prise depuis le plus grand rayon vecteur jusqu’au 
plus petit, c’est-à-dire, depuis r — a (1 +e) jusqu’à r — a (1—e), 
donne 





for 


27ra 





La durée d’une révolution elliptique est donc égale à * Si on 
change le signe de C’ ou si on le rend nul, c’est-à-dire, si le mouve- 
ment est hyperbolique ou parabolique, on trouve pour la durée, une 
valeur imaginaire ou une valeur infinie, ce qui indique que dans les 
deux cas la révolution ne se termine jamais. Il résulte de ces équa- 
tions que, lorsqu'un point matériel mobile est attiré vers un point fixe 
par une force inversement proportionnelle au carré de la distance, 
4° la trajectoire est une courbe plane; 2° l’aire décrite par le 
rayon vecteur est proportionnelle au temps employé à la décrire ; 
3° la trajectoire est une section conique dont le point fixe est le foyer, 
et 4° quand les mouvements sont elliptiques, les carrés des temps des 
révolutions de deux points matériels attirés par le même point fixe, 
sont entre eux comme les cubes des grands axes des ellipses décrites, 
puisque pour un autre point matériel tournant autour du même 
centre ôn aurait 


4kr°a 
T 2 re —! e 
‘ kM 
121. Mouvement elliptique relatif. — Si le centre d'attraction, 


au lieu d’être fixe, était lui-même un point matériel M mobile soumis 
à l’attraction réciproque du point m et qu’on voulüt connaître le 
mouvement de l’un m des deux points relativement à l’autre M ou le 
mouvement apparent de m pour un observateur placé en M, on pose- 
rait, d’après ce qui a été dit à la fin du N° 146, les équations du 


mouvement relatif : 
dx _m+Mx dy Om+MYy., dd: m+Mz 
dt M r °° dû  mM r 7 d8 mMr 


. kMm 
en remplaçant l'attraction mutuelle R par FE (N° 99), ce qui leur 





fait prendre la forme 


d°x x 
Le — k(m + M)= » etc., etc. 








Lu 
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qui sont identiquement les mêmes que celles que nous avons obtenues 
(commencement du N° 120) pour le mouvement absolu, si ce n’est 
que M se trouve remplacé par M + ". Il résulte de cette observation, 
4° que la trajectoire apparente est une courbe plane passant par le 
centre mobile M et ayant pour équation 


Cx’ + C'y + C’z'—=0, 
2° que cette trajectoire est une section conique dont le foyer est placé 


au point M; 3° que le demi grand axe apparent, l’excentricité et la 
durée d’une révolution apparente sont donnés par 


k(M+m) , CC? eye 4 
pren em) 


On avait déjà vu (N° 116) que l’airc apparente décrite par le rayon 
vecteur est proportionnelle au temps employé à la décrire. Les 
lois du mouvement elliptique apparent sont donc les mêmes que 
celles du mouvement elliptique absolu. La quatrième loi est la seule 
qui ne se vérifie pas complètement, puisque pour deux points maté- 
riels m et m’ tournant autour de M mobile, on a pour les durées 
respectives des révolutions, 


2,13 2 5 . 
4r°a a 4kr°a, 


TE — — 
K(M+m)” ‘  K(M+m) 


ct par conséquent 
a’ a’ 5 


‘ 


12 , MIS . 
PT = on Ma m 


qui diffère essentiellement de la proportion 
T°: T'—a":a" 
trouvée plus haut quand le centre attirant était fixe. 

Cependant lorsque les masses m et m’ sont très petites relative- 
ment à M, ces deux proportions se confondent sensiblement. 

422. Application au mouvement d’un point matériel pesant dans 
l’air. Pour dernière application, proposons-nous de déterminer la 
trajectoire d’un point matériel pesant lancé dans l’espace avec une 
vitesse de projection donnée, en ayant égard à la résistance que l’air 
oppose à son mouvement. On a vu (N° 419) que si l’on ne tient 
pas compte de cette résistance, la trajectoire est renfermée dans 
un plan vertical. La résistance de l’air, qui est constammentdirigée 
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en sens inverse du mouvement du point, et qui est par conséquent 
contenue entièrement dans ce plan vertical, ne saurait donc en faire 
sortir le point mobile qui décrira encore une trajectoire renfermée 
dans un plan vertical passant par la direction de la vitesse de pro- 
jection. Prenons la verticale du point de départ pour axe des Y et pour 
axe des X, la projection de la direction de la vitesse initiale sur un 
plan horizontal (fig. 90). En représentant par met R la masse du point 
matériel et la résistance de l’air et par « l’angle que forme avec l’axe 
des X une tangente quelconque à la courbe ou la direction de R, les 
deux équations du mouvement sont 
2 2 
MTS = — R e08 a; m LT mg —R sin a 


di* 


et en remarquani que 


cos ab SIN & — 07, 
ds? ds 
elles deviennent 
dx R dx d°y R dy 
mas M ms 


Il a été reconnu-par expérience que, pour un même corps, la résistance 
de l’air est proportionnelle au carré de la vitesse et à la densité de l'air, 
du moins lorsque la vitesse est considérable comme celle d’un bou- 
let lancé par une bouche à feu; si done on suppose la densité constante 


no e .  .R , 
dans toute l’étendue de la trajectoire , le coefficient 7 pourra être re- 


présenté par uv°?, u étant un facteur constant pour un même corps, mais 
dépendantde sa forme et dela densité de l’air; les équations du mouvement 


._, ds 
deviennent donc , en observant que la vitesse v est exprimée par —; 


dt 
d°x ds dx d°y ds dy 
gp, = —q—p— Le. (4), 
dt: Fi di dé Je a 0) 
Telles sont les équations simultanées qu’il s’agit d'intégrer. La pre- 
mière mise sous la forme 





1 
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donne immédiatement, en l’intégrant, 


log F — — us + log C. dx = Ce l*dt.…. (2) 


pa constante arbitraire C se détermine en remarquant qu’à l’origine 


pr © est la composante suivant l’axe des X de la vitesse de projection. 


c’est-à-dire, k cos a; on a donc, en faisant s nul, 


,C—k cos a. 


La seconde équation différentielle n’est pas intégrable immédiatement; 
mais si l’on introduit une nouvelle variable p, représentant la déri- 


d oo 
vée -7 ou la tangente trigonométrique de l’inclinaison de la touchante 


dx 
à la trajectoire sur l’axe des X, inclinaison qui varie avec le temps, 
on trouve 


dy dx 
dy = pdx ou PT 


d’où l’on tire en dérivant par rapport au temps, 
d'y dx …. dP dx 
de Pr a 


dy d°x 1 
en substituant à de° de leur valeur (1), il vient 


"TP TIRE g....(3) 


et après avoir éliminé dt entre (2) et (3), 


PS... (1 


———— 
—— 


dx ce 


On a aussi 
ds = dx VA + p°, 


le radical devant être pris avec le signe plus, parce que s et x 
croissent ensemble; si donc on élimine dx entre ces deux dernières, 


il vient 
V4 + p° dp — — Se tas, 


27 
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dans laquelle les variables p et s sont séparées. L'intégration donne 
2 
PI + — & log (p + WA =c— ue (5) 


C’ se détermine par la condition qu’à l’origine, s est nul et p ou 
dy 


—= égal à tang a, ce qui donne 
dx © 84 eq 





—— 
C’ = > tanga/1 + tang* a + 9 log (tang a + V1 + tang” a) + es . 
En éliminant s entre les équations (4) et (5), on trouve 
dp 6) 
pv 1+p"+log(p +1 + p?)— 20 


dy 


On trouve aussi, en remarquant que dx est égal à D° 


pdx = 


PP se(7) 
pV1+p +log(p +y1 + p°) — 20 

et enfin, en remplaçant dx par sa valeur 6 dans l’équation 
dp dx 

dt dt 1? 


kdy — 


il vient 


V'ag dt — "Tr? (8) 
[2C'—py/1+p°—log(p+py1+9p*)" 
On prend ici le signe moins du radical pour que le second membre 
soit positif comme le premier, attendu qu’il résulte de l’équation (2) 
que dx est toujours positif, et de l’équation (3) que si dx est positif, 
dp est toujours négatif. 

Ces trois dernières équations différentielles, lorsque les quadratures 
seront effectuées, feront connaître x, y et t en fonction de p; ct des 
éliminations successives conduiront à des relations entre «x, { et y, t 
qui serviront à fixer à chaque instant la position du point matériel. 
Une élimination de p entre les valeurs de x et de y donnera aussi 
l’équation de la courbe. Ces différentielles ne sont pas intégrables 
complètement par les moyens connus; on ne peut trouver leurs 
intégrales que par les méthodes d’approximation; mais sans effectuer 
ces intégrations, on peut reconnaître plusieurs propriétés de la trajec- 
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toire. Remarquons d’abord que, comme dp est toujours négatif, ainsi 
dy 
dx 

santes, devient nul quand le point matériel passe par le point culmi- 
nant C de la trajectoire et au-delà de ce point prend des valeurs 
négatives qui décroissent d’autant plus rapidement que l’on s'éloigne 


qu'on vient de le voir, p ou —* prend des valeurs toujours décrois- 


davantage de lorigine, puisque dans l’équation (4), eus augmente 
avec 8; d’où il suit que l’angle formé par la touchante à la trajectoire 


LA e 1 
avec l’axe des X converge sans cesse vers la valeur limite — 3 et que _ 


par conséquent cette touchante tend sans cesse à devenir verticale à me- 
sure que le point s'éloigne de l’origine. Si donc on considère une por- 
tion D de la trajectoire fort éloignée du point C et si on remplace p par 


—p, pyA+p° deviendra — p V/1+p* qui convergera vers 
— p°, log (p + A1 + p°) deviendra log (— p' + 1 + p°) qu'on 


peut mettre sous la forme 108 —————— en multipliant et divi- 
p+VA+p" 


sant par V4 1 + p° + p' et qui converge vers log Er ou — log 27’; 
les équations (6) et (7) tendent done à se réduire à 
_— dp' | p'dp' 
g > EE, eg > PP 
ax = p° — log 2p° — 2C’ pay — p# — og 2p — 20 


ou plutôt à 


dp' — dp' 
dx — —— dy — eee 9 . 
FH p° > BAY p ( ) 
parce que 2C’ et log 2p' sont négligeables devant p'*. 


On tire de là, en intégrant, 
| 
+ D, y — log Dy. 


Ces équations apprennent que quand p’ converge vers l'infini positif, 
l'ordonnée y converge vers l'infini négatif, tandis que l’abscisse x 


e. ’ Q , LA D L 
approche indéfiniment d’une certaine constante ” qu’elle ne pourra 
jamais atteindre. La trajectoire se rapproche donc indéfiniment de la 
e (4 Li] « e D 9 . Ê e 
verticale PQ menée à une distance finie AP — — de l’origine, et qui 
le 


forme par conséquent une asymptote à la trajectoire. 


208 CHAPITRE XHI, 


Si l’on divise les équations (6) et (7) membre à membre par (8), on 
trouve 


dx 9 on TS ns 
Hi , [2 — py1 + p —log(p +1 +p°)] 


à ——. = ri 
= SPC —pVT + ps — log (p +1 + p)] 


d’où l’on déduit la vitesse v du point matériel, 


Vi + p° [2 —py1 + p° —log(p + A +p°)] * 


attendu que l’on a 
dx\* dy\* 
— V(@) | C | 


En supposant, comme plus haut, que p soit une quantité négative 
très grande — p’, cette valeur de v convergera indéfiniment vers la 


suivante : 
pp p 


c’est-à-dire que la vitesse, à une grande distance de l’origine sur la 
branche asymptotique, approche de plus en plus de l’uniformité. Ce 
résultat s'accorde avec ce qu’on a vu (N° 110) pour le mouvement 
vertical d’un point matériel, en tenant compte de la résistance de l'air. 

Si dans (6) et (7) on remplace C’ par sa valeur mise sous la forme 


V = 


 _ (] 
C =l+Le 


et qu'après avoir fait les réductions, on rende p égal à zéro, ce qui 
revient à supprimer la résistance de l’air, ces équations deviennent : 


C* C° 
dx == — — d 3 d = ee — d 9 
g P y gl"? 


et en éliminant p entre les deux intégrales, on retrouve l’équation 
parabolique du N° 119, 


x? 





Y —= {a — 
WI L ans & C2 
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Quand le point matériel est lancé sous un angle fort petit et que l’on 
ne considère que la partie ACB de la trajectoire placéc au-dessus de 
l'axe des X, il est visible que ce point ne s’écarte que très peu de 


Le dy . 
la ligne horizontale; la dérivée p ou qui représente la tangentc 
trigonométrique de l’angle que forme avec l'horizon une touchante à 
la courbe, reste donc elle-même très petite dans toute cette partie 
de la trajectoire et les équations (6), (7) ct (8) se réduisent aux 


suivantes, en se bornant au premier terme du développement de 
log (p + y/1 + p°) ou log (1 + p}, c’est-à-dire p, 


d d — d 
de = dy = DC » Vrgdt= —T 
(2C’ — 2p) 


ic 


qui ont pour intégrales : 


1 1 
pr+D—;log(C—p), ry +D'= Sp +3 Clos (C— p), 


V'2g t + D'—92p/C — p. 
Les constantes arbitraires se déterminent par la condition qu’à l’ori- 
gine les variables x, y et t sont nulles et que p devient tang a; 
quant à C’ qui a été déterminé précédemment, sa valeur se réduit, 
pour un angle de projection a très petit, à la suivante : 


g 
2CE 
En éliminant p entre les deux premières intégrales, on trouve pour 
équation de la trajectoire, 


1 — __J  \. I] 2ux 
y— | tang a -: Re) PRE —e ( 1), 


ou plutôt, en observant que C = k cos a se réduit à À pour un angle a 


très petit, 
U] VU] : 2ux 1 
y= (ans a + x) x — Jul (e — ). 


On connaîtra à chaque instant la position du point matériel dans la 
trajectoire, en éliminant p entre la première et la troisième intégrale 
ci-dessus. On trouve ainsi 


C'= tang a + —— 








F4 1 
t — — et x =- log (hut +1). 
ph p 
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Mouvement d’un point matériel assujetti à rester sur une courbe donnée. — 
Propriétés de ce mouvement. Équation des forces vives. Principe de la conser- 
vation de la force vive. Force d'inertie langentielle. — Pression contre la courbe. 
Force centrifuge. Force centripète. Cause de l’inégalité de la pesanteur. — 
Mouvement d’un point matériel sur une surface donnée. — Pression sur la 
surface. — Mouvement d’un point matériel pesant sur une courbe. — Mouve- 
ment en ayant égard à la résistance de l'air et au frottement. — Mouvement 
d’un point dans un cercle vertical. Pendule simple. Isochronisme des oscilla- 
tions. — Oscillations du pendule dans l'air. Mesure de Ia gravité au moyen du 
pendule. — Mouvement sur la ecycloide. — La eycloïde est la seule courbe 
tautochrone. — Mouvement d’un point matériel pesant sur une surface. — Pen- 
dule à oscillations coniques. — Mouvement relalif sur une courbe en mouvement. 


123. Mouvement d’un point matériel sur une courbe ou sur une 
surface données. — Lorsqu'un point matériel m soumis à l’action de 
certaines forces, est assujetti à demeurer sur une surface ou sur une 
courbe données, il exerce à chaque instant une certaine pression 
normale contre la surface ou la courbe et celles-ci opposent à 
leur tour au point matériel une certaine résistance, qui n’est autre 
chose que la réaction de la pression et lui est par conséquent égale : 
et directement opposée. En représentant cette résistance inconnue 
par N dirigée normalement à la surface ou à la courbe , le point maté- 
ricl se mettra en mouvement de la même manière que s’il était libre 
et qu’une force N fût jointe aux forces X, Y et Z. Si {, m et n sont les 
angles que forme N avec les axes, les composantes totales des forces 
suivant ces axes seront 


X+Ncosl, Y+Ncosm, Z+Ncosn, 
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et on aura pour les équations du mouvement du point matériel con- 
sidéré comme libre, 


d°x d° 
ms =X + N cos, MY + N cosm, 
d°z 
ms =Z+Necosn se. (1) 


Considérons en premier lieu le mouvement sur une courbe donnée. 

Il faudra, aux trois équations précédentes, joindre les deux équations 

de la courbe dans l’espace, ainsi que les deux relations suivantes : 
dy 


dz 
— COS | + —Ÿ cos m + — cos n — 0, cos? l + cost m + cos®n —1....(2) 


ds ds ds 


qui expriment que la force N est normale à la courbe et que les 
angles !, m et n appartiennent à la même droite. Ces sept équations 
simultanées, convenablement combinées et intégrées, serviront à 
déterminer les valeurs des sept quantités x, y, z, |, m, net Nen 
fonction de t, c’est-à-dire, qu’elles feront connaître à chaque instant 
la position du point matériel, la direction de la pression qu’il exerce 
sur la courbe et la valeur de cette pression. 

424. Propriétés de ce mouvement. Équation de la force vive. Prin- 
cipe de la conservation de la force vive. — Ces calculs ne peuvent 
être effectués que dans chaque cas pris en particulier, c’est-à-dire, 
quand la forme de la courbe et la valeur des forces motrices sont 
connues; cependant tout en laissant à ces équations Jeur généralité, 
on en déduit certaines propriétés communes à tous les mouvements 
sur une courbe. 

Multiplions respectivement les équations (1) par dx, dy et dz et 
ajoutons-les ensuite membre à membre; il vient 


dx d'x dy d'y dzd’z 
tt dat dada 


— Xdx + Ydy + Zdz + N (dx cos ! + dy cos m + dz cos n). 





Si l’on observe que de la formule 
ds — dx? + dy° + dr? 
on déduit | 


dsds = dxd'x + dyd°y + dzd°z, 
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ct qu’on ait égard à la première des équations (2), l'équation précé- 
denté se réduit à 


m , / ds\*° 
—d{—) =X Y 
9 (à) dx + Ydy + Zdz, 
et l’on trouve en intégrant, 
2 
m (à) ou mv°—2 f (Xdx + Ydy + Zdz) + C, 


ct en prenant l'intégrale depuis le point où la vitesse était v, jusqu’à 
eclui où la vitesse est v, il vient 


mr? — nv, = 2 J Xdx + Ydy + Zdz)....(5) 


Xdx + Ydy + Zdz représente ici, comme au N° 114, la quantité 
d'action élémentaire de la force motrice et l'équation précédente 
appelée équation de la force vive, exprime que l’accroissement de 
force vive entre deux positions est égal au double de la quantité 
d'action de la force motrice entre ces deux positions. 

Elle fait aussi connaître la vitesse en un point quelconque de la 
courbe, pourvu que Xdx + Ydy + Zdz soit une différentielle exacte, 
circonstance qui se présente toujours si les forces motrices sont des fonc- 
tions d’une ou plusieurs des variables x, y, z ou sielles sont constantes; 
car au moyen des deux équations de la courbe, on pourra éliminer x, y, 
dx, dy, ct la différentielle qui restera à intégrer sera de la forme 
ezdz. Cette équation pourra alors servir à fixer à chaque instant la 
position du point matériel, car on en tirera la valeur de v en fonction 


ds .… . 
de z, et comme v——;: il viendra 


dt 
ds . ds 
au d’ou STE 


or, on sait que 


dx \° dy\° 
s V/ +(7) + a) 


si donc on tire des deux équations de la courbe les valeurs de 


dy 


— en fonction de z, la valeur de ds prendra la forme 


z 
ds = + Y'zdz, 


dx 


= ct de 
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la différentielle précédente deviendra 
+ Ÿ'z 
— + — eu. 4 
dt — ÿz dz....(#) 


et une quadrature fera connaître la relation entre le temps t et l’or- 
donnée z du point de la courbe. Comme dt est toujours positif, il 
faudra prendre celui des deux signes, qui rend le second membre 
positif. 

Lorsque les valeurs de X, Y, Z sont telles que Xdx + Ydy +Zdz est 
une différentielle exacte d’une fonction de trois variables x, y, z, 
considérées comme indépendantes, ce qui suppose, comme on l’a vu 
dans le calcul intégral (N° 250), que l’on a 


dX _dY dX dz dY _dz 

dy dx dz dx’ dz dy’ 
l’équation (3) prend la forme 

mv* — mu — 2o (x, y, z) — 2e (a, b, c)...(5) 

e (&; y, z) désignant l’intégrale de Xdx + Ydy + Zdz et a, b, c, les 
valeurs de x, y, z correspondant au point où la vitesse est v.. On voit 
que dans ce cas, la valeur de la vitesse s’obtient sans faire usage 
des équations de la courbe et qu’elle est donnée en fonction de x, y, z 
et de a, b, c, c’est-à-dire, en fonction des coordonnées du point de 
départ et du point d’arrivée sans tenir compte de la courbe décrite. 
La vitesse redeviendra donc la même toutes les fois que le point 
matériel reviendra au même endroit, quelle que soit la courbe qu’on 
lui fasse décrire. C’est en cela que consiste le principe de la conser- 
vation de la force vive. Mais si pour intégrer Xdx + Ydy + Zdz, on 
fait usage des équations de la courbe, c’est-à-dire si elle n’est diffé- 
rentielle exacte qu’en considérant x et y comme fonctions de z, la 
vitesse ne reprendra plus en général la même valeur quand le point 
matériel repassera au même endroit, quoique l’on ait encore 


mv° — mu = 2 f'oxdz — ÿz, 


c’est-à-dire, quoique v soit encore donné en fonction de z; en effet, 
comme on peut exprimer en fonction de z un arc s de la courbe que 
le point est assujetti à décrire, on pourra poser 


fs, pz—p(fs)—Fs, dr—/f'sds 
et par conséquent 
mv° — m0 = 2 J'Fsf'sds —9s;...(6) 
28 
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la vitesse pourra donc s'exprimer en fonction 6 de l’arc parcouru, et 
comme celui-ci est toujours croissant, on voit que v en général chan- 
gera constamment de valeur. Cependant dans ce cas comme dans le 
précédent, *si le point glisse dans les deux sens entre deux points 
donnés s’ et s” d’une même courbe avec la même vitesse initiale v, et 
les mêmes forces, la durée du passage exprimée par l'intégrale 


définie de 
ds 


 , 1 
Vo + — 05 
m 


tirée de l’équation (6) et prise entre les limites s’ et s” ou s” et 3’, sera 
la même dans les deux sens. 


Quand les forces X, Y, Z sont nulles, il vient 
mr? = MT}, OÙ = 


_qui apprend que, lorsqu'un point matériel se meut sur une courbe, 
en vertu d’une vitesse initiale et sans forec motrice, la vitesse reste 
constante. 

Si Xdx + Ydy + Zdz n’était pas une différentielle exacte, c’est-à- 
dire, si X, Y, Z étaient fonctions de variables autres que x, y, 7, l’équa- 
tion de la force vive (3) ne pourrait plus servir à déterminer la vitesse 
ou du moins, devrait être mise sous une autre forme. 

En désignant par ds l’élément de la courbe parcouru pendant 
l'instant dt, l'équation (3) peut être mise sous la forme 


dx dy dz 
2 __ 2 — — —— —— a 
mv MVo 2((xT + VTT ds: 


d 
mais x + Y — dy + 2 est la somme T des composantes de X, Y, Z 
, ds ds ds 
dans le sens de la tangente ou la force tangentielle, puisque .... sont 


ds 
les cosinus des angles formés par la tangente avec les axes; l’équation 
devient done 
mv? — mv? — 2 f Tds, 


dans laquelle il est visible que Tds est la quantité d’action élémentaire 

développée par T pendant l'instant dt. En désignant par R la résul- 

tante de X, Y, Z, on peut aussi, d’après ce qu’on a vu au N° 144, 
mettre l’équation (3) sous la forme 


mr? — mr? = 2 f Rdr 
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et on en tire, comme au N° 144, la conséquence que le principe de la 
conservation des forces vives sc vérifie toutes les fois que la force 
motrice R émanc d’un point fixe et est fonction de la distance r à ce 
point. 


5. , dx d'y 
495. Force d'inertie tangentielle. — On sait que — m TE M TR 
2 
z 
—— représentent les forces d'inertie de la masse m dans le sens 


ar 2 
des trois axes. Si on prend les composantes de ces trois forces 
suivant la tangente, ce qui se fait en les multipliant respective- 


d dz 
7 et , et qu’on les ajoute, il vient pour la force 


Lx 
ds ds ds 


d'inertie tangentielle, 


ment par o 


dxdx + dyd*y + dzd?z 
dsdi? 


ts 


dès 
qui se réduit à —m LE? à cause de la différentielle de 


s? — di? + dy? + de?. 


Cette expression de la force d’inertie tangentielle cst la même que 
celle quia été trouvée (N° 118) pour le cas du mouvement libre. Comme 
la force d'inertie estimée dans une direction quelconque est toujours 
égale et opposée à la force motrice estimée dans la même direction, il 
faut que la somme des composantes de X, Y, Z suivant la tangente 


2 


p] 





8 e ? e 
+ C’est en effet.ce que l’on trouve en différentiant 


dt? 


les deux membres de (3); car il vient 


soit égale à m 


modv — Xdx + Ydy + Zdz, 


. ds 
et en reinarquant que v est égal à — » 


ul 


ds dx dy dz 
LT nb ds T ds Ts 


dans laquelle le second membre est la force motrice tangentielle T 
(N° 124). On conclut de cette équation que le point matériel se meut 
le long de la courbe de la même manière qu'il se mouvrait le long 
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d’une droite dans le sens de laquelle agirait une force égale à la 
force tangentielle. 

426. Pression contre la courbe. Force centrifuge. Force centripète. 
Cause de l’inégalité de la pesanteur. — Pour déterminer la pression 
du point matériel contre la courbe, au licu de résoudre immédiate- 
ment les équations (1) et d’en tirer les valeurs de N, /, m, n, nous 
ferons d’abord subir à la force motrice une transformation qui conduira 
à une expression plus simple de N et servira en même temps à démon- 
trer une propriété importante de cette réaction. La force motrice dont 
X, Y, Z sont les trois composantes, peut être remplacée par deux forces 
T et P, l’une dirigée à chaque instant suivant la tangente, et l’autre 
suivant une normale à la tangente, la première, comme on l’a déjà 
vu, est donnée par 


dx dy dz 
T=X— — +Z — 
ds + Vas las 
quant à la seconde, on l’obtiendra en remarquant que les composantes 
_deTet de P suivant les axes doivent reproduire les forces X, Y, Z, 
c’est-à-dire, que l’on a, a, b, c étant les angles que forme P avec 


les axes, 


dx d dz 
TT +Pcosa—xX, TA + Pcosb=Y, TT +Peosc—2Z, 


cos? a + cos? b + cos c— 1, 


qui feront connaître P, a, b, c. Concevons donc le point matériel mû 
par les forces T et P ; les équations du mouvement deviendront 


2 d d? d 
m TT +Pcosa+N cos, m—° Fr = — Tr + P cosb + N cosm, 
d?z dz . 
ms Tr + Pcosc + Nocosn, 
d’où l’on tire les composantes de la réaction N suivant les axes : 
d? d 
Neosl= me —T TH —P cosa, N'cos m — etc. 


et en remarquant que la force tangentielle T est égale à sa réaction 
d?s 


Ms et que 


d dx EL dsd?x — dxd?s 


ds ds? 
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elles deviennent, en remplaçant l’action N de la courbe contre le 
point matériel, par la pression égale et opposée N’ du point matériel 
contre la courbe, et {, m, n par leurs suppléments /’, m’, n’, lesquels 
ont des signes différents des premiers, 


, , dx 
N' cos! = nf nr 


N’ cos n _ m8 y = + Peosc. 
dt? 


1 résulte de ces valeurs que les trois composantes de N’ suivant les 
axes se composent des trois forces 


dx 
nn d(s =) — ne (+) —m Ta d(T) 0 .. 


augmentécs respectivement de 
Pcosa, Pcosb, P cos c..…...(8) 


c’est-à-dire, que N’ est la résultante des deux forces dont (7) et (8) 
sont les composantes. Or ces dernières (8) représentent la compo- 
sante normale P de la force motrice; quant aux trois autres (7), elles 
sont évidemment les composantes suivant les axes d’une force unique 


ds dx\ dy\ 1 d:\ 7? 
NA AIR CINE) 


faisant avec ceux-ci des angles ayant respectivement pour cosinus : 


=) 





LET-COT-LET 


Si l’on rapproche ces valeurs de celles qui ont été trouvées dans le 
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‘ cours d’analyse pour le rayon de courbure p d’une courbe et sa direc- 
tion, on reconnait que cette dernière force est dirigée à chaque instant 
dans le sens du prolongement du rayon de courbure de la courbe sur 
laquelle glisse le point matériel et que cette force est représentée par 


“(@) ) ms 


Il résulte de là que la pression totale N° qu'éprouve la courbe est la 
résultante de là composante normale P de la force motrice et d’une 


{ 


mU° . . 
deuxième force — dirigée dans le prolongement du rayon de courbure. 
P 


Cette seconde pression qui ne dépend que de la vitesse du point 
matériel et nullement des forces motrices, se nomme force centri- 
fuge comme dans le mouvement d’un point libre, et la pression 
totale qu’éprouve la courbe est la résultante de la force centri- 
fuge du point matériel et de la pression due à la force motrice. 
La réaction de la force centrifuge, c’est-à-dire, la résistance qu’oppose 
la courbe, se nomme aussi force centripète et représente la pression 
de la courbe contre le point matériel, duc à la vitesse de ce point. 

La valeur de la force centripète ou de son égale, la force centrifuge, 
s'obtient sans calcul en remarquant que si v est la vitesse avec 
laquelle est parcouru l’élément ab ou la tangente at de la courbe 
(fig. 91) et « l’angle de courbure tht’, lorsque le point matériel 
arrivé au point b, passera de l'élément ab sur l'élément bc, cette 
vitesse se décomposera en deux, la première dirigée suivant bc et 
égale à vcose, qui n’est autre que la vitesse tangentielle, ct la 
seconde perpendiculaire à bc et égale à vsine, renfermée dans le 
plan de ab et de bc ou dans le plan osculateur et par conséquent 
dirigée en sens inverse du rayon de courbure. Cette seconde vitesse 
est détruite à chaque passage d’un élément de la courbe sur l’élément 
suivant, c’est-à-dire, pendant le temps dt, et comme toute vitesse 
est engendrée ou détruite par une force, on voit que le passage d’un 
élément sur un autre donne naissance à une forec dite centripète, 
dirigée vers le centre de courbure et qui a pour mesure le produit 
de la masse par la vitesse engendrée ou détruite pendant l’unité de 

myv SIN E  MUVE 


temps, c’est-à-dire, par Hg % l'angle de courbure 
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ds. ou 
est représenté par —; l'expression de la force centripète et par 
P 


mv ds mv? 
conséquent celle de la force centrifuge devient donc — : qu —: 


p d P 

Quant à la première composante de la vitesse, ou v cos, comme 
l’angle & est infiniment petit, cos e est égal à l’unité et la vitesse se 
réduit à v, ce qui prouve que la vitesse du point matériel dans le sens 
de la courbe ne change pas de valeur au passage d’un élément à un 
autre, c’est-à-dire, que la vitesse reste constante, en supposant bien 
entendu, qu'aucune force motrice n’agisse sur le point matériel et qu’il 
ne se meut qu’en vertu de la vitesse aequise. C’est ce que nous avions 
déjà démontré au N° 124. 

Il résulte de la valeur de la force centrifuge qu’on vient de trouver, 
que si un point matériel de masse m décrit d’un mouvement uniforme 
un cercle de rayon r, et achève sa révolution dans un temps f, la” 
force centrifuge sera représentée par 


"C) 
c’est-à-dire, qu’elle est proportionnelle au rayon du cercle décrit et 
inversement proportionnelle au carré du temps de la révolution. Cette 
expression fait connaître en kilogrammes la tension qu’éprouve un 
fil portant à l’une de ses extrémités une masse m que l’on fait tourner 
dans un cercle, tandis que l’autre extrémité du fil est fixe; il suffit 
de remplacer r par la longueur du fil et f par la durée d’une révolu- 
tion exprimée en secondes; quant à la masse, on la remplacera par 
le nombre de kilogrammes qu’elle pèse, divisé par g. On fait abstrac- 
tion ici de la partie de la tension du fil due à l’action de la pesanteur 
de m. 

Le mouvement de rotation de la terre autour de son axe engendre 
dans un corps placé à la surface de la terre, une force centrifuge qui 
modific sensiblement l'intensité de la pesanteur et fait que celle-ci 
n’est pas la même dans tous les points de la surface ; en effet si r est le 
rayon de la terre supposée sphérique, PP’ étant la ligne des pôles 
(fig. 92), un point matériel placé en A décrira pendant le temps t 
d’une révolution, une circonférence de cercle ayant la perpendicu- 


laire AB sur PP’ pour diamètre et ce mouvement circulaire donnera 
lieu à une force centrifuge dirigée dans le prolongement AC de AB, 


* 


— rm = 
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r ? Q Q e 
égale à #r°m A? r’ étant le rayon AO’, expression qui devient 


r sin 6 
t? 


rm 





+ en représentant par 0 l'angle AOP, c’est-à-dire, la 


distance angulaire AP du point À au pôle ou le complément de la lati- 
tude ; or le poids du point matériel À, c’est-à-dire, la force qui le pré- 
cipite vers le centre de la terre, est dirigé suivant le rayon AO et 
il est visible qu’il est diminué de la composante de la force cen- 
trifuge estimée suivant AD; si donc on représente par G ce que serait 
la gravité sans la rotation de la terre et par g ce que devient la gravité 
quand il y a rotation, on aura pour le poids mg de la masse m au 
point À, 





r sin? 0 
mg = MG — 4rim Ù 
t? 
ou, en divisant par m, 
r sin? 6 
g = G— 4r° TR 


La gravité g prend sa moindre valeur lorsque sin 0 devient l'unité, 
c’est-à-dire, sous l'équateur; on trouve alors que la force centrifuge 
forme _— de la gravité observée. Si on voulait connaître la vitesse de 
rotation que devrait avoir la terre pour que la gravité fut nulle sous 
l’équateur, il faudrait faire g égal à zéro, remplacer sin 0 par l’unité 
et tirer de l’équation la valeur de {. On trouve ainsi, que la vitesse 
de rotation devrait être 17 fois plus rapide. 

127. Mouvement d’un point matériel sur une surface donnée. — 
Passons au cas où le point matériel animé des forces X, YŸ, Z, est 
assujetti à demeurer sur une surface donnée; aux trois équations (1) 
du mouvement trouvées (N° 125) devront être jointes l'équation de 
la surface 





z = f(x, y) 
ct les trois suivantes, dans lesquelles p et q représentent d et de, 
dx dy 
cost TP cos m T1 L 
EVA+p+ 0 EVA + pt + 0° 
— À 


60S 7 — 


+ A + p° + 9° 
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qui expriment que la réaction N est dirigée suivant la normale à la 
surface, les radicaux étant pris avec le signe supérieur ou avec le 
signe inférieur suivant que la normale est prolongée vers le côté con- 
cave ou vers le côté convexe de la surface. 

Ces sept équations serviront, comme plus haut, à déterminer x, y, 
z,N,l,m, n, en fonction de t et par conséquent, à trouver toutes les 
circonstances du mouvement. La courbe que décrit le point matériel 
sur la surface se trouve de la manière suivante : en éliminant N, {, 
m et n entre les trois équations (4) on trouve 


dx d?z dy d?z 
m PR) * + pZ, (ge + 1m) + gZ, 


et en remplaçant d?z par sa valeur tirée de l’équation de la surface, 
valeur qui peut être mise sous la forme (N° 118 du traité d’analyse) 


dz = pdix + qdy + rdax? + 2sdxdy + tdy?, 


dx 
m|e MArT + 1 am pr(T) +2 a 
y 
TX + pz, 
+ "() | + p 
dy dx dy 
2 
d E +0) gs + 1 TA + (Te) + 2 dt 


Sy oz 
+r() |- + g£. 


Si l’on intègre ces deux équations différentielles simultanées en x, y 
ct t après avoir remplacé X, Y, Z, p, q par leurs valeurs connues 
en t, x, y, on obtiendra x ct y en fonction de t et l'élimination de 
cette dernière variable conduira à une relation entre x et y qui repré- 
sentera la projection de la courbe cherchée sur le plan XY. En élimi- 
nant successivement x et y entre cette équation et celle de la surface, 
on trouvera les projections de la courbe sur les deux autres plans 
coordonnés. 

Il est visible que les circonstances du mouvement du point matériel 
resteraient les mêmes si on l’assujettissait à demeurer sur la courbe 
qu'on vient de déterminer, au lieu de le faire glisser sur la surface ; 


29 


il vient 
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en désignant donc par v la vitesse à une époque quelconque, par R la 
résultante des forces motrices et par dr la projection du déplacement 
virtuel de R lorsque le point matériel avance de ds dans le sens de la 
trajectoire, c’est-à-dire, la projection de ds sur R, on aura comme 
au (N° 124). 

mr — mv? —= 2 f Rdr, 


ou, en représentant par T la composante de R dans le sens de Ia 
tangente à la trajectoire, 


mo? — mu? = 2 f Tds. 


On conclut de la première de ces valeurs, 4° que le principe de la 
conservation de la force vive subsiste dans le mouvement d’un point 
matériel sur une surface, si la force R est dirigée vers un point fixe 
et est fonction de la distance r à ce point ou si Xdx + Ydy + Zdz est 
une différentielle exacte d’une fonction des trois variables indépen- 
dantes x, y, z; 2° que la vitesse reste invariable si le point n’est soumis 
à l’action d'aucune force motrice et 3° que la vitesse reste aussi inva- 
riable si la force motrice R est partout normale à la surface, puisque 
l'élément ds est alors perpendiculaire à R et que sa projection dr 
sur R est nulle. 

128. Pression sur la surface. — Les trois équations différentielles 
du mouvement du N° 123 font aussi connaitre la pression du point 
matériel contre la surface; car si on multiplie respectivement les 
deux membres par cos {, cos m, cos n et qu’on les ajoute membre à 
membre, en remarquant que 


cos? | +- cos? m + cos? n — 1, 


on trouve pour la pression N’ du point contre la surface, pression qui 
est égale à celle de la surface contre le point, 


DR 


+ m PE os + Ÿy COS M + — COS n, | 
di? dt? di? ) 
Cette pression se compose de deux parties, la première 

+ X (— cos l) + Y (— cos m) + Z (— cos n) 


représente la somme P des composantes de X, Y, Z ou la compo- 
sante de R suivant la normale à la surface, prolongée dans le 
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sens de la pression du point contre la surface, puisque (+ cos l), 
(+ cos m), (+ cosn) déterminent la direction de la pression de 


la surface contre le Fs La seconde partie mise sous la forme 
2 


mis de _ Y (_ d?z 
de dé dt? 
composante de la force d'inertie suivant la direction de la pression 


contre la surface. En y remplaçant cos !, cos m, cos n par leurs valeurs 
(N° 127), elle devient 


cos l) +23 cos M) + — cos n)\> représente la 


x dy  d'z 

Pas Te — Ge 

© M ——— —— 
V1 +p? + q° 


ou, en ayant égard à la valeur de d?z donnée plus haut (N° 127), 


4 rdx? + 2sdxdy + tdy? 


M —— ) 
di VA + pt + 
or, si on désigne par P? le rayon de courbure de la section normale 


de la surface qui a la même tangente que la trajectoire, on a vu dans 
le cours d'analyse (N° 131) que l’on a 


VT+p + _ dyIrpeg . 


PT y costa + 25 cos à cos B+tcos 8  rdx? + 2sdxdy + idy?? 


la seconde partie de la valeur de N’ devient donc 


À ds? … mv? 
pd® bp 
et l’on trouve enfin 
2 
N'— 7 +P, 
p 


c’est-à-dire, que la pression totale N’ du point contre la surface est 
représentée par la pression P due aux forces motrices, augmentée d’une 
autre pression qui ne dépend que de la vitesse et de la courbure de la 
surface dans le sens du mouvement. Cette seconde pression est une véri- 
table force centrifuge engendrée par le mouvemement sur la surface, 
ayant une valeur analogue à celle qu’on a trouvée dans le cas du mouve- 
ment sur une courbe. On peut donner à l’expression de cette force 
centrifuge une autre forme ; si ?’ est le rayon de courbure de la trajec- 
toire décrite par le point matériel sur la surface, trajectoire dont on a 
trouvé plus haut les équations (N° 127), et si on désigne par 0 l’angle 
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compris entre le plan osculateur en un point (x, y, z) de cette courbe 
et la normale à la surface, on sait que l’on a (voir le traité d’analyse 
(N° 151), 

p —=pcos0, 


et la force centrifuge devient 


inv? 
ra cos 0, 


c’est-à-dire que la force centrifuge qui presse le point matériel contre 
| , ‘ my? 
la surface est égale à la force centrifuge —- telle qu’elle résulte du 
P 


mouvement du point matériel dans la courbe qu’il décrit sug la sur- 
face, multipliée par le cosinus de l’angle formé par le plan osculateur 
de la trajectoire avec la normale à la surface. 

Ce résultat devient évident si l’on remarque qu’en supprimant 
par la pensée la surface et en assujettissant le point matériel à 
demeurer sur la courbe décrite, les circonstances du mouvement reste- 
ront les mêmes; or le mouvement curviligne donne lieu à une force 


PELLE 
centrifuge —- dirigée dans le sens du rayon de courbure de la trajec- 
p 


toire, et si l’on décompose cette force en deux autres, l’une normale 
à la surface et la scconde tangentielle, la premiére seule déterminera 
une pression sur la surface, qu’il faudra ajouter à celle qui provient 
des forces motrices; en représentant donc par 0 l’angle formé par le 


rayon de courbure de la trajectoire avec la normale à la surface, cette 
mv 
composante normale sera , comme plus haut, —- cos 6. 


mu? . MU. os 
La seconde composante de —— ; qui est —- sin 8, donne lieu à une 
P p 


remarque importante. Cette composante étant évidemment renfermée 
dans le plan passant par le rayon de courbure de la trajectoire et par 
la normale à la surface, sera elle-même normale à la trajectoire et 
comme elle est perpendiculaire à la normale de la surface, elle sera 
à la fois tangente à la surface et perpendiculaire à l'élément que décrit 
à chaque instant le point matériel. Cette composante de la force centri- 
fuge est, comme toutes les forces d'inertie, égale à la composante 
des forces motrices estimée dans cette direction. Il suit de là, que si 
l’on décompose la force motrice R qui agit sur le point matériel en 
trois autres, l’une T dirigée suivant la tangente à la trajectoire, la 
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seconde P dirigée suivant la normale à la surface et la troisième Q 
perpendiculaire aux deux autres, on devra avoir 


mvi | 
ra sin 9 — Q. 


La composante transversale Q est nulle, 1° lorsque le point matériel 
n’est mü par aucune force motrice; 2 lorsque la force motrice 
est constamment normale à la surface ou lorsqu'elle se réduit à P; 
3° lorsque la force motrice est dirigée suivant la tangente à la tra- 
jectoire, c’est-à-dire, lorsqu'elle se réduit à T, comme cela arrive 
lorsque ces forces proviennent du frottement contre la surface ou de 
la résistance de l'air; et 4° enfin lorsque la force motrice est réduite 
à T et P, c’est-à-dire lorsqu'elle se compose à chaque instant d’une 
pression et d’une force tangentielle. Dans les différents cas qu’on 
vient d’énumérer, on doit donc avoir 





—sin0—0, 


et par conséquent 


ce qui indique que lorsqu'un point matériel glisse sur une surface en 
vertu de l’une des forces qu’on vient d’indiquer, la trajectoire est 
telle que l’angle formé par son plan osculateur avec la normale à 
la surface est constamment nul, ou en d’autres termes, que le 
plan osculateur de la trajectoire est partout normal à la surface. 
Une semblable courbe tracée sur une surface, jouit de propriétés 
importantes. Elle est (voir le traité d’analyse, N° 322) la plus courte 
ou la plus longue qu’on puisse tracer sur la surface entre deux de 
ses points; elle est aussi celle que l’on obtiendrait en appliquant sur 
la surface un fil tendu. C’est aussi la courbe suivant laquelle on 
pourrait appliquer sur la surface sans duplicature ni déchirure, unc 
bande d’une largeur très petite. Enfin pour la surface de la terre, 
c’est la ligne que l'on y tracerait, en prenant un alignement avec 
des jalons verticaux. 

429. Mouvement d’un point matériel pesant sur une courbe. — 
Appliquons les principes précédents au mouvement d’un point maté- 
riel sur une courbe donnée, la gravité étant la seule force motrice. 
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Si l’on prend l’axe des Z vertical, les trois équations du mouvement 
se réquisent à 


dx d?y d?z 
m = N cos l, m=—T—Neosm, m2 mg + Ncosn 
de dt ar 
et l’équation des forces vives devient 
= 03 + 2g (z — h).....(1) 
h étant la valeur de z correspondant à la vitesse initiale v.. 
Cette équation fait connaître la vitesse du point matériel en chaque 
point de la courbe. Pour connaître sa position à une époque quel- 


S e 
—» Ce qui donnera 


dt 


rt, d’où de 1% 
di 00? + 2g (z— h) 
et comme on a 


dx \? dy \° 
ds — \/! — J\, 
8 — dz + (7) +) 


dx d 
et que — et -7 se déduisent en fonction de z, des deux équations de 


dz dz 


la courbe mises sous la forme 


conque, on remplacera v par 


TC = fz; y = Fz ° 
il viendra enfin 


dt= + de Ÿ NTI SE (a) + # #) ss (2) 
M 


el une quadrature donnera la valeur de f en fonction de z el, par 
suite, z en fonction du temps, c’est-à-dire, que la position du mobile 
sera connue à chaque instant. En substituant cette valeur de z dans 
l’expression de la vitesse, on connaîtra aussi la vitesse aux différentes 
époques du mouvement. dt étant toujours positif, il faudra prendre 
celui des deux signes qui rendra dz positif; il faudra donc prendre le 
signe plus ou le signe moins selon que le point matériel descend ou 
monte. 
L’équation 
mo? — mv? — 2mg (z — h), 





DYNAMIQUE. 297 


indépendamment du principe de la conservation de la force vive qu’elle 
exprime, fait connaître plusieurs circonstances du mouvement. On 
voit d’abord que l’accroissement de force vive d’un point matériel 
pesant glissant sur une courbe donnée, est indépendante de la forme 
de cette courbe et qu’il est égal au double du poids 2mg du point 
matériel multiplié par la hauteur verticale z — h de la chute, ce 
produit représentant ici le double de la quantité d’action de la pesan- 
teur. La même équation, mise sous la forme 


v= pv? + 2g(z—h), 
apprend aussi que la vitesse acquise en glissant sur la courbe est la 
même que si le point matériel était tombé verticalement d’une hau- 
teur z — h avec une vitesse initiale v,; car on sait que si un point 
matériel pesant tombe verticalement avec une vitesse de projection v,, 
la vitesse à toutes les hauteurs z au-dessous du point de départ est 


donnée par 

v= VU + 297, 
et si le point de départ a lui-même h pour ordonnée, z doit être 
remplacé par z — h et il vient 


v— 0? + 2g (z—h). 


On voit par là que si un point matériel est lancé au point C (fig. 93), 
suivant la tangente CT à la courbe CB avec une vitesse v,, il glissera 
le long de la courbe de manière que la vitesse aux différentes hau- 
teurs passera par les mêmes valeurs que s’il avait été lancé verticale- 
ment au point C avec la même vitesse initiale. La hauteur à laquelle 
il s’élèvera en glissant le long de la courbe est donc la même que 
celle à laquelle il se serait élevé verticalement. Il suit aussi de là que 
si un point matériel se meut sur une courbe quelconque AECB ct 
qu’on l’abandonne à l’action de la pesanteur en À ,’ce point maté- 
riel, après être descendu le long de la branche AE, remontera 
le long de la branche EB jusqu’au point B placé au niveau du point A, 
pourvu que la courbe soit continue, c’est-à-dire, pourvu que deux 
tangentes consécutives forment partout un angle infiniment petit; 
car si E est le point le plus bas de la courbe, on a vu que lorsque 
le point matériel arrivera en E, il aura acquis la même vitesse que 
s’il était tombé verticalement de F en E; il montera donc dans la 
branche ascendante EB avec cette vitesse de projection et s’élèvera 
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jusqu’au niveau du point F qui est le même que celui du point A. 
Après s'être arrêté en B, il redescendra pour remonter dans l’autre 
branche jusqu’en À, en continuant indéfiniment ce mouvement d’oscil- 
lation. 

Il est à remarquer que, d’après ce qu’on a vu au N° 124, la durée 
de l’oscillation de À en B est la même que la durée de l’oscillation 
de B en À et que le temps employé à descendre de A en E est le 
même que celui employé à remonter de E en A. 

Si la courbe était entièrement fermée et que le point matériel fut 
lancé au point C suivant la tangente CT avec une vitesse supérieure 
à celle nécessaire pour monter jusqu’au point le plus élevé G, le point 
matériel dépasserait le point culminant G pour descendre le long 
de la branche GAE, remonter ensuite la branche ascendante ECBG et 
continuer indéfiniment ce mouvement de circulation. 

En cherchant la courbe suivant laquelle devrait descendre un point 
dz 


dt 


matériel pesant pour que la vitesse c dans le sens vertical ou — fut 


constante, on trouverait sans peine pour son équation 
8g2'5 — Jc?x?. 


130. Mouvement du point matériel en ayant égard à la résistance 
de Pair et au frottement. — Si le point matériel pesant se mouvait 
dans un milieu, il faudrait avoir égard à sa résistance et les équations 
du mouvement deviendraient, en supposant la résistance proportion- 
nelle au carré de la vitesse et en observant que cette force est toujours 
dirigée suivant la tangente et en sens inverse du mouvement, 


d°x , d'y > dy 

ms N cos i— nv ds? ms = N cos m — nv As” 
de +Nocosn not Ÿ 
Mae" ds 


En les multipliant respectivement par dx, dy et dz, on trouve 
mudv — mgdz — nvds.…. (1) 


à cause de 
cos ldx + cos mdy + cos ndz — 0, 


ds? = dx? + dy? + dzi. 


On voit que le principe de la conservation des forces vives ne subsiste 
plus, attendu que le second membre n’est pas une différentielle exacte 
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d’une fonction des trois variables indépendantes r, y, z; cependant, 
comme la courbe est donnée par les deux équations 


T—=9Z, y—Yz, 
dx dy 
on tirera de celles-ci les valeurs de — et —=;, au moyen desquelles 


dz dz 


on exprimera ds en fonction de z, 


ds — + dx À f A + (EE) + +(E) 
dz 


ct l’équation (1) deviendra, en remplaçant v’ par la variable w, 


mdu + 2nu / A + (TE) + (Æ) dz = 2mgdz 


qui est une équation différentielle du premier degré et du premier 
ordre , dont l'intégrale donnera w et par suite la vitesse v en fonction 


$ 
dt” 


de z. Si on désigne cette valeur par Fz et qu’on remplace v par 
on trouvera 


“C7 Ge) 
ds Va) Ca) 
dt — Fc — dz 


et une nouvelle quadrature conduira à une relation entre z et t, rela- 
tion qui servira à fixer à chaque instant la position du point matériel. 
De ce que v est donné en fonction de z, on ne peut pas conclure que 
la vitesse redeviendra la même toutes les fois que le point matériel 
reviendra au même endroit, parce que ici comme au N° 124, 
l'intégration n’ayant pu avoir lieu qu’en faisant usage des équations 
de la courbe, on pourra exprimer l’arc s parcouru par le point matériel, 
en fonction de z et par conséquent v en fonction de s, et comme cette 
dernière variable est toujours croissante, il est visible que v changera 
constamment de valeur. 

Si l’on avait égard au frottement du point matériel contre la courbe, 
les équations différentielles du mouvement seraient, en désignant par 
fe coefficient du frottement, 


HN cos m — [NS 


m 
dr? 


dx dx 
ms=Neost— [NT 


90 
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2 
m Ÿ7 mg + Ncosn — fN 


dt? 


dz 
ds’ 


parce que cette force est proportionnelle à la pression N et dirigée 
suivant la tangente en sens inverse du mouvement. On tire de là 


modv = mgdz — fNds..….(2) 


Le principe de la conservation de la force vive ne se vérifie pas non 
plus dans cet exemple, puisque le second membre n’est pas une diffé- 
rentielle exacte en x, y, z. Cependant si la pression N est constante, 
on pourra intégrer immédiatement, et il viendra 

mo? = 2mgz — 2f Ns + C. 
On déterminera ensuite s en fonction de z par la formule pour les 

ue ds 

rectifications, et après avoir remplacé v par qu une nouvelle quadra- 
ture faite comme pour le cas de la résistance de l'air, conduira à 
l'expression de z en fonction du temps et de N. 

Si N est variable, ce qui a lieu le plus souvent, on remarquera 
que cette pression totale est la résultante de la force centrifuge et de 
la pression P due aux forces motrices; on cherchera donc l'expression 
du rayon de courbure et les angles qu’il fait avec les axes, d’où l’on 
concluera les composantes suivant les axes de la force centrifuge en 
fonction de v et de z. On cherchera ensuite les composantes de P que 
l’on suppose fonction de x, y, z ou plutôt de z seul, puisque x et y 
sont donnés en fonction de z par les équations de la courbe; puis on 
déterminera la résultante N de la force centrifuge et de P, pour 
laquelle on trouvera évidemment une fonction de v et de z. En rem- 
plaçant N par cette valeur dans l’équation (2), on sera conduit à 
une équation différentielle à deux variables v et z qu’il faudra inté- 
grer pour avoir la vitesse v. 

131. Mouvement d’un point matériel pesant dans un cercle vertical. 
Pendule simple. Isochronisme des oscillations. — Si la courbe donnée 
est un cercle vertical d’un rayon r, on pourra le supposer renfermé 
dans le plan des XZ (fig. 94) et les équations de la courbe deviendront, 
en plaçant l’origine au point le plus bas A, 


x—=V2rz—2, y—0. 


Après avoir substitué ces valeurs dans (1) et (2) du N° 129, il vient en 
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dirigeant vers le haut l’axe des Z positifs, ou en changeant les signes 
de h et de z, 


+ rdz 
V'2rz — 2/0? + 29h — 2gz 
dans lesquelles À est la hauteur verticale AC du point de départ B 
et v, la vitesse initiale au point B. Cette différentielle n’est intégrable 
sous forme finie qu’en faisant usage des fonctions elliptiques. Suppo- 
sons la vitesse initiale v, nulle; pour intégrer par appproximation, 
on mettra la valeur de dt sous la forme 


dt= 2/1 
TL _ 7% 
V/: Sr hz — 7 


dv + 29 (h—2) et dt — 


puis développant en série le facteur ——1, il vient 
z 
Tr 
fa EN a, te 15 [EN 
z EH 2œr) 22r 2.4\9r | 
A — — 
2r 


et l’on sait que cette série est convergente pour z plus pétit que 2r. 
On trouve en substituant, | 
dz zdz 3 z?dz 


r 1 
pt ne 
kg(n/hz—z2 Mhz S27" 1/he 2 


dans laquelle. tous les termes sont intégrables; le temps ft est donc 
exprimable en fonction de z au moyen d’une série qui est elle-même 
convergente (N° 178 du cours d'analyse). Comme dz est négatif 
pendant la descente et positif quand le point matériel monte, il 
faudra, d’après ce qu’on a vu (N° 129), prendre le signe — dans le 
premier cas et le signe + dans le second. Si on suppose la hauteur AC 
du point de départ B très petite relativement au rayon du cercle, le 


+ e{c. ‘» 








z pas h . 
rapport = toujours inférieur à —* sera une fraction très petite et la 


série précédente sera assez convergente pour que le premier terme 
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donne une valeur spproenee de t; on trouve, dans cette hypothèse, 
en intégrant depuis z — 


t — VE cos (7 — 1) 


d’où on peut tirer la valeur de z en fonction de t, ce qui fera con- 
naître la position du point matériel à chaque instant. En faisant z 
nul, on aura le temps de la descente du point B au point À, qui est 


ra fr 
4" 2V 9 


On a vu que le point matériel, arrivé en A, continue son mouvement 
et remonte jusqu’en B’ au niveau du point B; la durée de cette 
ascension est donnée par la même équation différentielle prise avec 
le signe + et intégrée depuis z —0 jusqu'à z—kh, ce qui conduit 


à la même intégrale définie 5 V’= de sorte que la durée du mour- 


r 
vement depuis B jusqu’en B’ est x V: . 


On sait que le point matériel, après s’être arrêté en B’, retourne 
ensuite en B et que le temps de ce retour est le mème que celui du 
premier trajet; il fera donc une suite indéfinie d’oscillations dont la 


. r 
durée uniforme est x V4 ” . 


Cette valeur est remarquable en ce qu’elle est indépendante de 
l'étendue de l’arc BB’, pourvu que cet arc soit très petit. 

La pression que supporte le cercle, s’obtient facilement en remar- 
quant que la composante du poids mg du point matériel suivant la 
normale à la courbe, c’est-à-dire, suivant le rayon OM (fig. 95) est 





ON — 
mg. cos gMa ou my cos MOA — MI Ou — “9 TZ. En joignant cette : 


pression à celle qui est due à la force centrifuge, laquelle est 
mu? 2mg (h — 2) 


u > On aura pour la pression totale 


Z (r + 2h — 52). 
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On appelle pendule simple ou mathématique, un instrument idéal 
composé d’un point matériel pesant suspendu à l’extrémité d’un fil 
inextensible, inflexible et sans masse, dont l’autre extrémité est fixe. 

Il est clair que si on abandonne ce pendule à l’action de la pesanteur, 
après l’avoir écarté de la position verticale, il tendra à y revenir par 
une suite d’oscillations pendant lesquelles le point matériel demeurera 
sur une circonférence de cercle d’un rayon égal à la longueur. du 
pendule, de sorte que les circonstances du mouvement de ce point 
seront les mêmes que s’il était assujetti à glisser sur un arc de cercle 
vertical; les oscillations de ce pendule suivent par conséquent les 
mêmes lois que le mouvement du point matériel pesant dans le cercle, 


. ? LU LA ? T 
c’est-à-dire, que leur durée est aussi exprimée par x V: et est 


indépendante de l'amplitude des oscillations qui sont dites pour ce 
motif tsochrones. 

Cette valeur de la durée d’une oscillation nous apprend que, pour 
deux pendules de longueur différente, oscillant dans des lieux où la 
gravité est la même, les durées des oscillations sont proportionnelles 
aux racines carrées des longueurs des pendules, et que si l’intensité 
de la gravité est différente dans les deux lieux, les longueurs étant les 
mêmes, les durées sont inversement proportionnelles aux racines car- 
rées des gravités. 

Ces lois ne subsistent que pour des oscillations d’une étendue très 
petite : l’isochronisme cesserait d'exister pour des oscillations d’une 
certaine étendue; car si dans le développement de dt en série, on 


e e ® ? 2 Éd e. ? 
tient compte des termes multipliés par .” en négligeant le carré 


de cette fraction, il faudra avoir égard au second terme de la série 
et la durée d’une oscillation deviendra 


V' 
x (4+ — ); 
g Sr 


elle cesse donc d’être indépendante de h. Il est visible du reste que, 


puisque V ' est facteur commun dans le développement de dt, et 


que g n’entre pas dans la série, les durées des oscillations resteront 
inversement proportionnelles aux racines carrées des gravités, pourvu 
que h et r aient toujours les mêmes valeurs. 
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La tension qu’éprouve à chaque instant le fil du pendule est 
évidemment égale à la pression supportée par le cercle, pression 
que nous avons déterminée plus haut. 

132. Oscillations du pendule dans l'air. Mesure de la gravité au 
moyen du pendule. — Si les oscillations se faisaient dans l’air atmosphé- 
rique, il faudrait tenir compte de la résistance que ce milieu oppose 
au mouvement du point matériel. Représentons cette force par #; en 
égalant la force tangentielle à sa réaction, on cst conduit à 


æds 
ms = Mg sin & — Proso.(1) 
dans laquelle « est l’angle MOA et mg sin «, la composante de la 


pesanteur du point matériel dans le sens de la tangente Mf. Comme 
on a, B étant le point de départ, 


8 — BA — AM— BA — ra, 


on a aussi 
ds——rdx et ds — — rd«, 


ce qui fait prendre à (1) la forme 
dx . 
— RTE — mg sin à — y. 
On a reconnu que pour de petites vitesses, la résistance de l’air est 
sensiblement proportionnelle à la simple vitesse; on peut donc poser 


P=—= NU —=N— ds _ nr de, 
dt dt 
et si on suppose l’amplitude très petite, à restera très petit, sin « 
pourra être remplacé par « et l’équation différentielle (4) deviendra 
dx ndx g 
dm tmd r" 0% 


qui est une équation dérivée linéaire à coefficients constants; son inté-. 


grale est 


c= (cmt /2 + C’ sin 2 


dans laquelle a tient lieu de À — — 
en 
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On détermine les constantes C et C’ par la condition que pour 


da 
t—0, on ait à la fois « —6 et T° v—0. On trouve ainsi 


À la fin de chaque oscillation, « atteint une valeur maximum que l’on 
détermine en faisant 


On a ainsi, en représentant par ? les valeurs de t qui correspondent 
à ces instants, 


sin t'a V:- 0, d'où fa V=- kr, 
r r 


k étant un nombre entier quelconque. Les différentes valeurs de # 
sont donc 


| A /! “/" 37% V 
0, — _) — >) — — etc. 
a g «à g «a 9 


, ot: T 1 
et par conséquent la durée de chaque oscillation est n/! ; d’où il 
g 


résulte que les oscillations sont encore isochrones, mais leur durée, 
comparée à ce qui se passe dans le vide, est augmentée dans le rapport 


n?r , un . 11e 
de a ou \ / 1 — Eng à l’unité. Quant à l'amplitude des oscillations, 


on a, en remplaçant successivement { par chacune des valeurs 
précédentes dans la valeur générale de «, 











a=f6,a— —P ’ s a= — s etc 
nT r 2nTs/r 3nra/ r 
2ma 9 2ma g 2ma g 


d’où l’on conclut que Les amplitudes à droite et à gauche de la verti- 
cale diminuent suivant une progression géométrique. Ces différents . 
résultats sont confirmés par l'expérience, ce qui justifie l’hypothèse 
de la proportionnalité de la résistance de l’air à la première puissanec 
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de la vitesse. L'expérience prouve aussi que a ou V1 — 


diffère de l’unité que d’une fraction insensible, et que, par conséquent, 
lorsque les oscillations sont très petites, la résistance de l’air ne change 
pas sensiblement leur durée. 

Les oscillations du pendule offrent le moyen le plus commode et le 
plus exact pour mesurer l’intensité de la gravité g, puisque la durée 
d’une oscillation s'obtient avec une grande exactitude en prenant la 
moyenne de la durée d’un grand nombre d’oscillations ; comme on a 
sensiblement, pour des amplitudes très petites, 


on tire de là 


Il est à remarquer que cette théorie ne se rapporte qu’au pendule 
simple ou mathématique. On verra plus loin comment les résultats 
qu'on vient d'obtenir, étant convenablement modifiés, représentent 
les lois des oscillations d’un pendule quelconque. 

435. Mouvement sur la cycloïide. — Cherchons encore le mouve- 
ment d'un point matériel pesant sur la cycloïde. Comme on a en 
général, 


di — ds 
V/ 2gh — 2gz 


et que l’on a dans la cycloïde, 


dy 
ds = + 2a — >" 
V 2a — y 
la valeur de dt devient , en transportant l’origine du point B’ (fig. 96) 
au point À, ce qui se fait en posant y — 2a —2z, 
dt = + 4, dz 


9 VE] 


Il est visible qu’il faut prendre celui des deux signes qui rend dt 
positif, c’est-à-dire, qu’il faut prendre le signe — quand le point 
matériel descend et le signe + quand il monte, puisque dans le 





DYNAMIQUE. 237 


premier cas, dz est négatif, tandis qu’il est positif dans le second. 
En intégrant, il vient comme plus haut, 


= /Lu co (T — 1) + C. 


Soit C le point de départ du point matériel et k son ordonnée AE. 
On déterminera la constante C par la condition que t soit nul quand 
z est égal à À ; il vient donc quand le point matériel descend, 


— dre cos 2e _ I 
— g° Er — 


qui fait connaître la durée de la descente depuis le point fixe C 
jusqu’au point M. En faisant z nul, on trouve pour la durée de la 


descente de C en A, 
Tr V: . 
q 


Cette valeur est indépendante de h et, par conséquent, du point de 
départ C; d’où résulte cette propriété remarquable que, quel que soit 
le point de départ C, la durée de la descente jusqu’en A est toujours 
la même, en sorte que si l’on place des points matériels pesants en 
différents endroits de l’arc AB et qu’on les abandonne en même temps 
à eux-mêmes, ils arriveront tous ensemble en À. C’est en cela que 
consiste le tautochronisme de cette courbe qui, elle-même, est dite 
tautochrone. 

On a vu (N° 129) que le point matériel arrivé en À, continue son 
mouvement en s’élevant jusqu’en C’ au niveau du point C, pour 
redescendre ensuite de C’ vers À ; comme les deux branches BA et B’A 
sont symétriques, la durée de la descente de C’ en A est la même que 


celle de la descente de C en À, c’est-à-dire qu’elle est V/ : Or, 


on sait (N° 122), que la durée du mouvement de A en C’ est la même 
que celle de la descente de C’ en A; la durée de l’ascension de À en 


| a , no 
C’ est donc aussi x V: et par conséquent le temps d’une oscillation 


51 
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totale de C en C’ ou de C’ en C, quelle que soit son amplitude, cest 


représentée par 
a ka 
dx /: =7 = . 
g 9 


On voit que la loi des oscillations est la même que dans un pendule 
simple d’une longueur égale à 4a, sans qu'il soit nécessaire de 
limiter, comme dans le cercle, l’étendue des oscillations. 

La propriété de l’isochronisme des oscillations dans le cercle est une 
conséquence de cette propriété de la cycloïde, car si on décrit le 
cercle osculateur au point le plus bas de la cycloïde, une portion 
très petite du cercle, ayant 4a pour rayon, s’y confondra avec un are 
de cette courbe. 

Il est visible que la propriété précédente subsiste, si la cycloïde 
au lieu de rester plane, est enroulée sur un cylindre vertical à base 
quelconque, pourvu que les ordonnées verticales z de la courbe 
restent verticales sur le cylindre; en effet, toutes les équations dont 
on vient de faire usage, peuvent servir pour déterminer le mouvement 
sur une courbe à double courbure, et comme elles ne contiennent que 
les variables z, s et £, qui ne changent pas de grandeur lorsque le 
plan de la courbe est enroulé sur le cylindre, les résultats obtenus 
ne seront pas altérés par cette transformation. 

La propriété de la cycloïde a été mise à profit pour construire un 
pendule dont l’isochronisme, ou l’égglité de durée des oscillations, 
fut indépendante de l’amplitude; on réunit au point D deux demi arcs 
de cycloïde DB et DB’ égaux et à ordonnées verticales ; on y suspend 
un fil flexible DA d’une longueur égale à deux diamètres du cercle 
générateur de la cycloïde et à l'extrémité À on suspend un point 
matériel. Si l’on écarte le fil DA de la position verticale dans le plan 
de la courbe, il s’enroulera alternativement contre les ares DB et DC 
et l'extrémité décrira une cycloïde égale à sa développée DB; le 
point matériel C oscillera done en suivant les lois indiquées plus haut. 
Cet appareil porte le nom de pendule cycloïdal. 

454. La cycloïde est la seule courbe tautochrone. — Il est facile 
de reconnaitre que la cycloïde est la seule courbe tautochronc; en 
effet, quelle que soit la courbe AB plane et verticale, si h est l’ordon- 
née du point de départ C, on aura en un point quelconque M, 


— v— 2q(h— 72), d’où dt— ds 


(x) TA 
dt + y2gq h—z 
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et en prenant l'intégrale depuis z— h jusqu'à z—0, on aura pour 
le temps de la descente de C en A, 

0 4s 

__ À dz 
EV?g J,Vh—z 
Pour que la courbe soit taatochrone, il faut que cette intégrale dé- 


finie soit indépendante de »; or si on remplace z par une nouvelle 
variable z’, de manière que 


T dz. 


z = hz, 
comme pour z—0 et pour z= h il vient z — 0 et z — 1, il est 
visible qu'après la substitution, l’intégrale définie devra être prise 
entre les limites 4 et 0, de sorte que, si on représente par p ce que 


, + » d8 
devient la dérivée TI; *Près la substitution de kz’ à z, on aura 


d 


p Vi (ne 
+ y/2g aVi—z 


+ ,» d8 à 
La dérivée L étant évidemment une fonction de z peut être con- 


çue développée suivant les puissances de cette variable, de manière à 
avoir 


ds 


= a + br + etc. — ah + bhBz + etc. 


dz 


et il vient en substituant, 


























0 1X 1! 0 28. 
T — 1 — a+ E| RACC bhP +i RAC etc. 
+ y2g Ar | av1—7 
1 1 1 
— -__jaAht +3 + bBRP +3 ete. + {. 
+ V4 2g 
z*dz 
Nous avons désigné par A, B....….. les intégrales définies ) 
A V1—2 
O ; 
z Pdz . | qe 
( V7 ... qui sont visiblement indépendantes de hk et ne sont pas 
/| 41—7 
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nulles, puisque les différentielles restant toujours de même signe, leurs 
sommes ou intégrales définies ne sauraient être nulles. La valeur de 


7 | 
T ne sera donc indépendante de h que si un des exposants « +- 9 est 


égal à zéro ainsi que les coéfficients b, c, d.... des autres intégrales, 


ce qui fait prendre à T et à = les valeurs : 
r a Ç dz ar ds az à a 
= ——— a 9) —— = ee 
Ey/2g/1//z —2t 2 dz /z 


La LQ ® L .e ds 
La seconde équation appartient à une cycloïde, car en remplaçant L 
z 


dx\? 
par À + Le et a? par 2r, on trouve 
dx = V” — de 


qui appartient à une cycloïde ayant son sommet à l’origine, son axe 
horizontal ct 2r pour diamètre du cercle générateur. 

11 ne saurait non plus y avoir d’autre courbe tautochrone parmi les 
courbes gauches ou parmi les courbes planes non verticales, car en Îles 
considérant dans le cylindre qui les projette sur un plan horizontal, 
il est visible (voir la fin du numéro précédent) que le tautochronisme 
de la courbe de l’espace entraine le tautochronisme de la courbe for- 
mée par le développement dans un plan vertical de la surface cylindrique 
projetante, et comme cette courbe ne peut-être qu’une cycloïde, il en 
résulte que les seules courbes tautochrones à double courbure sont 
celles qui sont formées par des cycloïdes horizontales enroulées sur 
des cylindres verticaux. 

155. Mouvement d’un point matériel pesant sur une surface. Pen- 
dule à oscillations coniques. — Appliquons encore nos formules à la 
détermination du mouvement d’un point matériel pesant sur une sur- 
face sphérique. En prenant pour origine le centre de la sphère et 
pour axe des z, la verticale dirigée vers le bas, l’équation de la surface 
prend la forme 








++ — 7? 
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d’où l’on tire (N° 127) 
y 


x z 
COS = — -» COSM——*, CON — —-; 
| r r r 


les équations du mouvement du N° 193 deviennent 


et les formules des N° 127 et 1428 donnent pour N et pour déterminer 
la vitesse v, v et h étant les valeurs initiales de v et de z, 


2 2 

D — 0, —29 (2 —h), N — mg - + = M (5e — 2h + — 

r r r g 

Si on remplace N par sa valeur dans la troisième équation différentielle, 

qu’on en multiplie les deux membres par 2d2 et qu’on intègre, on 

trouve 
rdz 

VC + 2gr?z + (2gh — uv?) z? — 2925 

L'intégration de cette équation n’est pas possible en quantités finies 

sans l'emploi des fonctions elliptiques, et il en est par conséquent 

_de même des deux autres équations dans lesquelles N et z devraicnt 

d’abord être remplacés par leur valeur en t tirées de l'intégrale de l’équa- 

tion précédente. Bornons-nous à examiner le cas où le point matériel 

lancé avec une vitesse iniliale v, très faible, s’écarte très peu du point 

le plus bas A placé dans l'axe des Z (fig. 94). Alors Z et h différent 

peu de r, la valeur de N se réduit sensiblement à la constante mg ct 
les deux premières équations différentielles deviennent, 


dy 9 


dt = ———  _____——————————— (1) 


dx gq 

— + =x—0 + — 

d® 7 ? dë r 
En multipliant respectivement les deux membres par 24dx et 24y, on 
trouve pour intégrales, a? et b? étant deux constantes arbitraires, 





y = 0. 
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lesquelles ont pour intégrales, 


/2=uesnE. À (t— #) — are sin ?; 
r a r b 
—= 1 J, == | — t 7. 

x as et /# y = bsin (t 1/2 


Dans la première, la constante est déterminée de manière que le 
temps commence à compter au moment où le point traverse le plan 
des YZ, c’est-à-dire, quand x est nul, et dans la seconde la constante 
test la valeur de t qui correspond à y — 0, c’est-à-dire, que t’ est le 
temps qui s’est écoulé depuis le moment du passage du point matériel 
par le plan YZ jusqu’à son passage par le plan XZ. 

En éliminant le temps t entre ces deux équations, on trouve pour 
projection de la trajectoire dans le plan horizontal XY, 


+ a 2 et 1 /£ — sin? f V£ 


Elle appartient à une ellipse dont le centre est dans l’axe vertical des 
Z. Comme la direction de l’axe des X est arbitraire, on peut faire en 
sorte qu’elle coïncide avec la direction du diamètre principal ; dans ce 
cas le produit xy doit disparaitre de l’équation, ce qui ne peut arriver 


ou bien, 


que par l’évanouissement du facteur cos # V 7 ; On a donc alors 
r 


9 y g , À r 
ose / 10 d’où 1/25 et ri /2 


ce qui réduit la valeur de y à la forme suivante : 


—b si TT beos ty / 7. 
y= bin (1/5 :) bons 4/8 


Comme t’ est la durée du passage du point matériel , de l’axe des X à 
l’axe des Ÿ, et que dans cette nouvelle position des axes, la courbe est 
coupée en quatre parties symétriques, il est visible que la durée d’une 


r 
révolution complète est donnée par #4’ ou 4/1 
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La loi suivant laquelle le point matériel se meut dans cette cllipse 


s’obtient en remarquant que? étant la tangente de l’angle y formé 
avec l’axe des X par le rayon mené à la projection du point maté- 
riel, si l’on donne à ?’ la valeur qu’on vient d’indiquer, ce rapport 
fera connaitre en fonction du temps l’angle formé par ce rayon avec 
le diamètre principal de l’ellipse. On trouve 


SI 


eus /2 L — 
r 
= tang y — — 5 ot) /2 
LUE , 
r 


Cette équation confirme ce que nous avons dit plus haut, de la durée 
d’une révolution. 

Au lieu de faire mouvoir le point matériel sur une surface sphé- 
rique, on peut le concevoir lié au centre de la sphère par un fil 
inextensible et sans pesanteur et mis en mouvement avec une vitesse 
initiale dirigée d’une manière quelconque. L'appareil prend alors le 
nom de pendule mathématique à oscillations coniques, et les lois de 
son mouvement sont représentées par les formules précédentes. On 
voit donc qu’un semblable pendule décrit un cône à base elliptique 
dont l’axe se confond avec la verticale passant par le point de sus- 
pension et que la durée d’une oscillation conique est donnée par 


Tr . , e e A . 
2r V/: , c’est-à-dire, qu’elle est invariable et la même que si le pen- 
q 


dule oscillait dans un plan. La forme de l’ellipse dépend des valeurs 
des deux constantes arbitraires a et b, qui dépendent elles-mêmes des 
dx dy 
dt” dt 

Si l’on suppose le point matériel pesant assujetti à glisser sur la 
surface engendrée par la rotation d’une cycloïde verticale autour de 
son ordonnée maximum, on trouve sans peine en suivant la même 
marche que pour la sphère, que l’équation différentielle (4) est alors 
intégrable et conduit à unc relation de la forme 


z= M + nant / E 
4a 


valeurs des deux composantes de la vitesse initiale. 
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Les valeurs de x et y ne peuvent pas être exprimées en fonction de 
t d’une manière aussi simple ; mais il résulte suffisamment de l’inté- 
grale précédente que les oscillations verticales sur cette surface sont 
isochrones quelle que soit l'amplitude, puisque, après des inter- 


4a 
valles de temps égaux à x VA nm la valeur de z redevient la même ct 


que par conséquent le point mobile revient à la même hauteur au-des- 
sus du point le plus bas. 

Si le point matériel pesant se meut sur une surface quelconque 
donnée  — 0, en prenant l'axe des X vertical , les composantes Y 
et Z de la force motrice seront nulles, X sera égal à — mg et la 
seconde des équations .différentielles de la trajectoire du N° 127 
deviendra 

2 2 
cu + q SE — 0, c’est-à-dire, d (4) + qu (& 
d indiquant une différentiation totale, Or le principe des forces vives 
‘donne, en rprésentant par À l’x du point de ce 


29V//h—x ou dt— — ; 
—V29V 7 AVE === 
l'équation réa devicnt donc 
(Vs) + ad (TV ms) 


du 





dy de pecc 
—— tirée de l’équation de la surface, celle 


du 
dz 
dy du ,fdz 


En développant les deux différentielles, on est conduit à l'équation 
Dr: citée au N° 324 du traité d’analyse, 


dx du dy . du dz 
Rd 2(h— x) 


dz ds dy ds | 
Si uw — 0 Nr ésente un de donné par l’équation 


dz 
etenremplaçantqou ap — 


prend la forme 








x + ay +bz+c—=0, 
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du du 
UT seront égaux à « et b, et l’équation différentielle mise sous 
dz 


dy 
la forme 
dy de 
bd ds Us dx 
dy dz  2(h—x) 
b 4 — a A 


ct intégrée, donne 
V'h—x CE — C. 


La constante arbitraire C se détermine en remarquant qu’au point de 
départ V h — x est nul, ce qui exige que C le soit aussi. Il vient donc 
bdy — adz = 0 

d’où 
by — uz—=D 


qui est l'équation de la projection de la trajectoire dans le plan hori- 
zontal. Elle représente une perpendiculaire à la trace horizontale du 
plan donné. 

156. Mouvement relatif sur une courbe en mouvement. — Si pendant 
qu’un point matériel glisse le long d’une courbe donnée, en vertu de 
certaines forces motrices, cette courbe est mise elle-même en mouve- 
ment, les circonstances du mouvement du point matériel le long de 
la courbe ou le mouvement relatif se déterminent comme il suit : 
concevons la courbe rapportée à deux systèmes d’axes rectangulaires, 
l’un (xyz) fixe dans l’espace et l’autre (x’y’z’) mobile et invariable- 
ment lié à la courbe dont la forme est donnée par les équations 


x =/f2, y'-=Fs....({) 


et dont la position dans l’espace cest donnée au moyen de la position 
des axes X’, YŸ’, Z’ relativement aux axes immobiles X, Y, Z. 

Dans les relations connues entre les deux systèmes de coordonnées 
d'un même point, savoir | 


x =l+ ax + by + cz 
y==m+ ax + by + c'z....(2) 


z=n+a"x + by + cz, 
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les coefficients a, b,c, a’... l,m,n qui fixent cette position d’un 


système d’axes par rapport à l’autre, sont donc des fonctions données 
du temps {. Dérivons deux fois ces équations par rapport à t. Comme 
les forces qui agissent sur le point sont les forces motrices X, Y, Z et 
les composantes de la pression de la courbe mobile, les équations du 
mouvement absolu sont 

dx d? 


d'a _ EU y LN dr _ 
ms = À + N cos}, ms = Y+N cos, ma Z+N cosy 


dans lesquelles }, z, v fixent la direction de cette pression, et l’on aura 


N X d?x dy! d'z da dx’ db dy 
mnt gta at ut? dt 
Qdede d'a, db de, dl 
Flu de" de? ae ‘de’ 


N N 
— S == etc. — OS = etc... 3 
mm SE » 7: COS» (3) 


auxquelles il faut joindre la condition que pour chaque instant la 
pression est normale à la courbe mobile, condition qui est exprimée 
par 

d'x cos} + d'y cos up + d’z cos v — 0....(4) 


d’ désignant les différentielles de x, y, z prises dans (2) en supposant 
le temps { constant, c’est-à-dire, a, b, c, a’... restant invariables. 

Si l’on multiplie les équations (3) respectivement par d’x, d'y, d’z 
et qu’on les ajoute, N disparaît à cause de l’équation (4) et après avoir 
remplacé x’, y’ et d'x, d'y, d'z par leurs valeurs tirées de (1) et (2) et 

2 

Fe .…. o par leurs valeurs données en t, on est con- 
duit à une équation dérivée linéaire du second ordre entre z’ et #, 
dont l’intégrale fera connaître le mouvement du point relativement à 
la courbe ou le mouvement relatif. Le mouvement absolu se détermine 
en remplaçant x”, y’, z' par leur valeur en t dans (2) et la pression N 
s’obtient en additionnant les équations (3) après les avoir élevées au 
carré ct après avoir remplacé x’, y’, z’ par leurs valeurs en t. 


remplacé a, b... 
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Lois de Kepler dans le mouvement des planètes. Principe de la gravitation univer- 
selle. — Mouvement des satellites autour des planètes. — Masse des planètes. 
Masse de la terre. — Densité moyenne de la terre. Méthode de Bouguer. Méthode 
de Cavendisch. 


157. Lois de Kepler dans le mouvement des planètes. Principe de 
la gravitation universelle. — Le mouvement curviligne que prennent 
autour du soleil tous les corps de notre système planétaire prouve 
incontestablement qu’ils obéissent à certaines forces qui les font dévier 
à chaque instant de leur direction rectiligne. Si elles nous étaient 
connues , la détermination des mouvements des corps célestes ne 
dépendrait plus que de la solution d’un grand problème de mécanique; 
mais rien ne nous fait connaître à priori leur direction et leur inten- 
sité, qui ne laissent d’autres traces de leur présence que les effets 
qu’elles produisent ; c’est donc dans ces effets mêmes, c’est-à-dire 
dans la nature et les lois du mouvement des planètes qu’il faut 
chercher les données nécessaires pour remonter à la cause invisible 
qui maintient les planètes dans leur orbite. | 

Les lois générales de ces mouvements, découvertes par Kepler, 
sont éminemment propres à cet usage. Cet astronome, par une longuc 
suite d'observations, reconnut que les mouvements des planètes autour 
du soleil sont assujettis à certaines lois géométriques connues sous le 
nom de lois de Kepler, ct qui consistent en ce que : 4° Les orbites 
réelles ou apparentes des planètes sont des courbes planes, et les aires 
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décrites autour du suleil par les rayons vecteurs des planètes sont 
proportionnelles aux temps employés à les décrire. 

2 Les orbites réelles ou apparentes sont des ellipses dont le centre 
du soleil occupe un des foyers. 

3° Les carrés des temps des révolutions des planètes sont sensible- 
ment proportionnels aux cubes des grands axes de leurs orbites. 

Remarquons que ces lois sont précisément celles que nous avons 
trouvées (N° 120 et 121) pour le. mouvement d’un point matériel 
attiré par un autre point fixe ou mobile, avec une force inversement 
proportionnelle au carré de la distance. Kepler et les astronomes con- 
temporains ne virent pas immédiatement tout le parti qu’il était pos- 
sible de tirer de cette découverte qui resta longtemps stérile; il était 
réservé à Newton de déduire de ces données la loi de l'attraction du 
soleil sur les planètes, et par suite, en généralisant, le principe de 
la gravitation universelle. Examinons par quelle série de raisonne- 
ments il arriva à une semblable conclusion. 

D’après la premiére des trois lois de Kepler, le mouvement d’une 
planète autour du soleil se fait de manière que les aires apparentes 
décrites par son rayon vecteur, sont proportionnelles aux temps 
employés à les décrire. Il résulte de la (N° 116) que la force relative 
qui agit sur la planète cest nécessairement dirigée vers le centre des 
aires, c’est-à-dire que la force est dirigée vers le centre du soleil fixe 
ou mobile. 

La deuxième loi de Kepler apprend que les orbites réelles ou appa- 
rentes des planètes sont des ellipses dont le soleil occupe l’un des 
foyers. Il suit de là que , si on désigne par r le rayon vecteur de la 
planètc, par w l’angle qu’il fait avec le grand axe 2a de l’ellipse, et 
par e l’excentricité ou le rapport de la distance des foycrs au grand 
axe, on a d’après l’équation polaire de l’ellipse, 


__afi—é) 
À +ecos w 


Mais si on désigne par R l’action mutuelle du soleil et de la planète 
ayant des masses M et m, on a vu (N° 117) que l’équation des forces 
vives dans le mouvement relatif donne 





M + m ds \? M+m 
2 _ y? —9 — y 9" FRd 
v — v 2 ü SRdr ou () v 2 ü SRdr 
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dans laquelle dr est la différentielle du rayon vecteur r. On a vu 
dans la théorie des courbes polaires que l’on a 


ds? — r?dw? + dr?, 


et si l’on tire de l’équation polaire de l’ellipse la valeur de dr en élimi- 
nant l’angle w, il vient 


15 do? 
2 ___ 
ds? — aû = TE (- =): 


l’équation des forces vives devient ainsi 


Ga) 85€: 


On a vu aussi dans la théorie des courbes polaires que l’aire élémen- 





e e ? [] | 
taire comprise entre deux rayons vecteurs consécutifs cest 9 r°dw; en 


désignant done par C le rapport constant des aires décrites aux temps 


employés à les décrire, la première loi de Kepler fournit l’équation 
suivante : 


ce qui réduit rare des forces vives à la suivante : 


9 M + M 
a = — e?) C- .)—v 7 Mme J'Rar 


el si l’on différentie les deux membres, il vient enfin 





a({i—e#)M+mr 


d’où l’on conclut que l'attraction doit être inversement proportionnelle 
au carré de la distance. 

Le signe négatif de R indique que cette force est dirigée vers le pôle, 
c’est-à-dire, vers le soleil. En divisant la force motrice R par la masse sn 
de la planète, on a pour expression de la force accélératrice ou de la : 
force attractive que le soleil exerce sur l’unité de masse de la planète 
et à l’unité de distance, 


M  4C? 


mn a mme 


M + m a (À —- ee) 
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On conclut de la troisième loi de Kepler que cette force attractive a 
la même intensité pour toutes les planètes ; en cffet, pour une autre 
planète m’ elle sera représentée par 


M 4C'° 
M + m' a’ (1 — e?) | 
et comme C et C’ sont les rapports constants entre les aires décrites 
et les temps employés à les décrire, ils représentent aussi les rapports 


entre les aires des ellipses entières et les temps T ct T’ des révolutions; 
on a donc | 


c—"* À — e° PE 4 — €? 
= — 7 — 


ce qui fait prendre aux expressions des deux forces, les formes 
M af M 245 
, ———— Te — 
T 





et ces forces sont égales, puisque la troisième loi de Kepler, qui n'est 
qu’approchée, donne 


as a'5 
T2 —— Te 9 
ou plus exactement, 
1 a 4 a'5 


"6 — 


qui ne diffère de l’autre que d’une quantité insensible, à cause de la 
pctitesse de m ct de m” par rapport à M pour tous les corps de notre 
système planétaire. D’où l’on conclut que la force émanant du soleil 
qui retient les planètes dans leur orbite, est d’égale intensité pour des 
masses équivalentes placées à des distances égales, et est proportion- 
nelle aux masses sur lesquelles elle agit, comme la pesanteur à la 

— , kr? a 
surface de la terre, puisque, en représentant par K le facteur MinT 
qu’on vient de voir être invariable pour toutes les planètes, l’attraction 





du soleil sur la planète devient et 


Il est à remarquer, 1° que les lois de Kepler s'étendent au mouve- 
ment des comètes autour du soleil et au mouvement des satellites 
autour des planètes ; 2 que l’on n’a pu rendre compte de certaines 
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perturbations observées dans le mouvement des planètes, qu’en Îles 
supposant soumises entre elles à des attractions mutuelles du même 
genre que celle qu’exerce le soleil sur les planètes; et 3° que l’expé- 
rience a fait reconnaître que deux corps placés à la surface de la terre 
s’attirent aussi mutuellement avec une intensité proportionnelle à leur 
masse et inversement proportionnelle au carré de leur distance. On est 
ainsi conduit à considérer tous les corps qui existent dans l’univers comme 
doués d’une force d'attraction sur les autres corps, dont la pesanteur 
n’est qu’un cas particulier et dont l'intensité est proportionnelle à la 
masse attirée et inversement proportionnelle au carré de sa distance. 

Telle est la force qui régit le mouvement des astres comme celui du 
moindre corps terrestre, et en soumettant son action au calcul, toutes 
les lois du système du monde ne sont plus que des conséquences du 
principe d'attraction ou de la gravitation universelle. 

158. Mouvement des satellites autour des planètes. — Nous avons 
dit que le mouvement d’un satellite autour de sa planète suit les 
mêmes lois que le mouvement d’une planète autour du soleil. Cela 
serait rigoureusement vrai si le satellite n’était soumis qu’à la seule 
attraction de sa planète ; mais outre cette force attractive, il éprouve, 
ainsi que la planète, l’action du soleil qui altère plus ou moins son 
mouvement elliptique. Les équations différentielles du mouvement du 
satellite s’obtiennent de la manière suivante : 

Soient M, m, m’ (fig. 97) les masses du soleil S, de la planète P et 
du satellite s, concentrées au centre de ces sphères, R, R', r les 
distances de la planète au soleil, du satellite au soleil et du satellite 
à la planète. Par les centres du soleil et de la planète faisons passer 
des axes rectangulaires parallèles et de direction invariable, quoique 
mobiles, ct désignons par x, y, z et x’, y’, z’ les coordonnées de la 
planète et du satellite par rapport au soleil; à —x, y —y, 2 —z 
seront les coordonnées du satellite par rapport à la planète. Les 
actions mutuelles du soleil et de la planète, du soleil et du satellite 

,, KMm  KMm’ | 
seront, d’après le numéro précédent, RE et TRE les forces 
relatives qui agissent sur la planète et sur le satellite deviendront (fin 

, ’ 

du N° 416) Mæm KMm Mæ+m KMm 
M R° M R”? 

vant les axes de ces forces auront pour valeurs 








et les composantes sui- 


x | 
— Km(M+m) — Km (M + m) €; — Km (M + m) > 
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nT _ y (M ad 
— Kon' (M + 0%) Rs? 7 Km” (M + 1) RS? — Km’ (M +m') =>: 
D'un autre côté, les actions mutuelles du satellite s sur la planète P 


? 





et de la planète P sur le satellite s sont dont les composantes 











r°? 
parallèles aux axes sont 
? ? A 
x — x — z'—-27 
Kmnm' > Kmm’ II s Kmm —— ; 
rs rs rs 

L'— x y — y —# 

— — æ 
— Kane —) —Kmm =": — Kmm'- : 

r° 5 T5 


on a done pour les équations du mouvement relatif de la planète et 
du satellite par rapport au soleil, 


? 




















2 T — 

m F — — Km (M + m) . + Kmm ——; 

d'y cn CN Y  KmmŸ = Y 

MST — Km (M + m) ps Kmm 

d?z z z'— 2 

UE NT + Kmm' © 2 .....u 

TE Km (M + m) ps + Kmm'—— (1) 

, Ex , n € ,€'— ZX 
ME — Km’ (M + m DT — Kmm 5? 

, dy Kan’ (M / y" K ,Y —Y 
mis = KM (M + m') ps Km à 
,dz' , z' ,Z —2 

= Km'(M + M) ps — Kmim (2) 


Ces six équations, lorsqu'elles seront intégrécs, feront connaître 
%, Y, Z, X', Y, z' en fonction de t, c’est-à-dire, qu’elles fixeront à 
chaque instant la position de la planète et de son satellite par rapport 
au soleil. Ce problème est connu sous le nom de problème des trois 
corps. Ces intégrations, qui ne peuvent d’ailleurs se faire que par 
approximation, nous écarteraient trop de notre hut pour que nous 
puissions nous y arrêter ; nous nous bornerons à tirer quelques consé- 
quences générales des équations différentielles mêmes. 

Remarquons d’abord que la présence du satellite altère le mouvement 
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de la planète autour du soleil; car les équations du mouvement de la 
planète privée de satellite seraient : 


d?x x d'y y 
d?z z 
ms = — Km (M +) ps 


mais cette altération est fort petite, puisque le terme qui a disparu 
2 


dx 
dans la valeur de ms? etc., contient le facteur m’ et que la masse 


d’un satellite est extrêmement petite en comparaison des masses M 
et m du soleil et de la planète ; de sorte que la présence du satellite 
ne fera dévier la planète que très peu de son orbite elliptique. 

Pour ce qui concerne le satellite, remarquons que s’il n'avait été 


. np _.. Kmm 
soumis qu’à l'attraction 





de sa planète, comme les composantes 


? 
x — x 
relatives de cette force sont — Kin’ (m + m’) etc., etc., les 





équations de son mouvement rclatif auraient été, attendu que x’ —x, 
y — y, z' — z, sont les coordonnées du satellite rapportées au centre 
d'attraction qui est la planète, 














m ED mn (m + ME TE, 
En 9) __ Knv (m + mŸ Y, 
m Ÿ = 2) = — Km (m + m')” Z, 
ou bien, 
D ne — K (nm) TK (mem), 
- _ ——K(m+m) en …..(3)° 


. . e. > 4. 
Si on retranche membre à membre les équations (1) de (2) après 
avoir supprimé les facteurs m et #', il vient 
dx d?x x 


Km + ME K (M + m') © Rs 


TE — JE + K (M + m) & =. 


39, 
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qui différent essentiellement des précédentes (3); le mouvement du 

satellite autour de la planète est donc altéré par l'attraction du soleil, 
ce qui du reste devait évidemment arriver; mais il est facile de voir 
que cette altération n’est aussi que fort petite; car la distance Ps étant 
pour tous les satellites connus, fort petite relativement aux distances 
PS et sS, l'attraction relative exercée par le soleil sur l’unité de masse 
du satellite se confond en grandeur et en direction avec celle qui est 
exercée sur l’unité de masse de la planète, c’est-à-dire que les compo- 
santes suivant les axes de ces deux forces sont sensiblement égales; 
or ces deux forces relatives ont, d'aprés ce qu’on vient de voir, 
pour composantes rapportées aux unités de masse des deux corps, 


U 


= etc..…..(4) 


K (M + m) _ etc., etc., et K (M + m') 2 ete. etc.; les équations (4) 


ne diffèrent donc que très peu des équations (3); d’où il résulte que 
le mouvement relatif du satellite autour de sa planète ne diffère que 
très peu de ce que serait ce mouvement si la planète et son satellite 
existaient seuls dans l’espace, c’est-à-dire, que ce dernier décrit, à 
fort peu près, une ellipse dont la planète occupe un des foyers. 

Les différentes planètes, comme on l’a déjà dit, exercent aussi les 
unes sur les autres et sur les satellites, des attractions qui se combi- 
nent avec celle du soleil. Ces actions sont constatées par les perturba- 
tions qu’elles produisent dans le mouvement elliptique; de sorte que 
le mouvement elliptique des planètes et des satellites ne doit être 
considéré que comme une première approximation, qui devra subir 
ensuite des corrections nombreuses, mais en général assez petites, 
dont la détermination, analogue à celle que nous venons d'indiquer 
pour un satellite, fait un des principaux objets de la mécanique 
céleste. 

159. Masse des planètes. Masse de la terre. — La théorie de la 
gravitation universelle conduit facilement à la détermination des rap- 
ports entre Les masses des planètes ct celle du soleil ; en effet, on a 
vu (N° 121) que dans le mouvement elliptique relatif d’une planète m 
autour du soleil M, la durée d’une révolution, a étant le demi grand 
axe de lellipse, est exprimée par 
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On üre de là 
K(M + m) = 47° —: 


On a vu aussi que le satellite se meut autour de la planète à fort peu 
près comme la planète autour du soleil, et que par conséquent, en re- 
présentant par a’ et T’ le demi grand axe de l'orbite du satellite et la 
durée de sa révolution, on doit avoir 


Ces deux équations donnent 


M+m as T’? 
m+rMm as T*? 


et, comme la masse d’une planète est fort petite relativement à celle 
du soleil, ainsi que celle du satellite relativement à sa planète, l’équa- 
tion précédente se réduit sensiblement à 


M «aT”®? 
m a T2’ 


qui donne le rapport cherché. 

Cette méthode est peu exacte pour déterminer la masse de la terre, 
parce que la masse de la lune est trop considérable pour qu’on puisse 
négliger m' devant m. La connaissance de la pesanteur à la surface de 
la terre fournit un autre moyen plus exact pour mesurer sa masse ; en 
désignant par r le rayon de la terre supposée sphérique et homogène, 
l'attraction que sa masse m qu’on peut concevoir concentrée dans son 
centre, exerce à la distance r du centre sur l’unité de masse, est, comme 
on sait, représentée par 


or, cette attraction qui n’est autre chose que la gravité à la surface 
de la terre, est donnée par l’expérience (N° 126); si donc on la dé- 
signe par G, on aura 

Km 


2 


d’un autre côté, la révolution de la terre autour du soleil étant sensi- 
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blement la même que si la lune n’existait pas, ainsi qu’on l’a vu au 
N° 158, conduit à la relation 


on a donc en éliminant K, : 


M äx* af 
m  Gr?Ti 


On a trouvé de cette manière, 


M — 354592. 
m 


Connaissant le rapport de la masse de la terre à celle du soleil, il est 
facile de trouver le rapport de la masse d’une planète quelconque à 
celle de la terre; car pour une planète quelconque "on a 
a’ 
K (M + m')= dr; 
et en remplaçant K par sa valeur tirée de l'expression précédente 
de G, 


La masse de la lune se déduit de son action sur les eaux de la mer 
dans les marées. 

140. Densité moyenne de la terre. Méthode de Bouguer. Méthode 
de Cavendisch. — Cette formule donnerait les masses de toutes les 
planètes, si celle de la terre était connue. Cette dernière a été déter- 
minée en observant les déviations qu’un fil à plomb éprouve dans le 
voisinage d’une haute montagne, par suite de l’attraction que la masse 
de la montagne exerce sur la masse du fil à plomb. Soit aBO (fig. 98) 
la verticale élevée en un point B de la surface de la terre, au pied 
d’une montagne M; si au point a on suspend un fil à plomb, ce fil 
qui, sans le voisinage de la montagne, suivrait la verticale gB, s’ineli- 
nera vers la montagne et prendra la position am, à cause de l’attrac- 
tion que la montagne exerce sur la masse de plomb m, attraction qui, 
d’après ce qu’on a vu en statique, (N° 101) est dirigée vers son centre 
de gravité G. Connaissant par l’observation l’angle de déviation Bam, 
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on en déduit le rapport de la masse de la terre à la masse donnée par 
l'observation, de la montagne; en effet, si l’on conçoit le point " joint 
au centre de la terre par la verticale mO et au centre de gravité G de 
la montagne, par la droite mG, la résultante des deux attractions diri- 
gées suivant mO et mG devra, dans l’état d'équilibre du fil à plomb, 
être dirigée suivant am; en représentant donc par M la masse de la 
terre, par m celle de la montagne, par & la masse de plomb placée 
en », par r le rayon mO de la terre et par / la distance mG du lieu 
d'observation au centre de gravité de la montagne, les attractions sui- 


vant mO et mG seront et ee + et l’on aura 
K KuM 
_. : + — sin AmO : sin AmG, 


d’où l’on tire, en représentant par « l’angle amG qu’on détermine par 
l'observation, et par & l'angle AmO qui, à cause de la longueur de mO, 
est égal à l'angle de déviation AaO, 


M_r* sinx 
Cette équation fait connaitre la masse de la terre, connaissant la masse 
de la montagne. On déduit de là la densité moyenne de la terre ; car 
en la désignant par D, par d celle de la montagne dont on connait la 
constitution, et par V et v les volumes de ces deux masses, il vient 


M— VD, m—vd, 
et par conséquent 


D -rvsina 5 v sina 


A =  ———— 


d UVsins 4rlrsine 


On a trouvé de cette manière que la densité moyenne de la terre est 
égale à environ 5 fois celle de l’eau. 

La densité moyenne de la terre a été déterminée avec une plus grande 
précision par un autre procédé dû à Cavenwsch. À un fil vertical 
très délié, suspendons par le milieu A (fig. 99) et dans une posi- 
tion horizontale, une verge BB’ terminée par deux sphères métalliques 
identiques B et B’; cette verge abandonnée à elle-même et n’obéis- 
sant qu’à la force de torsion du fil, s’arrétera dans une certaine posi- 
tion BB’, et si on l’en écarte, elle y reviendra en faisant unc suite 
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d’oscillations dues à l’action de la torsion qu’aura éprouvé le fil de 
suspension. Concevons que l’on place deux sphères métalliques égales 
et de mêmes matières D et D’ dans des positions identiques, de manière 
que les centres soient placés à des distances égales BD et B'D’ prises 
sur les perpendiculares horizontales élevées aux deux extrémités 
B et B’ de la verge BB’; les attractions exercées par les masses m de 
ces sphères sur les masses L placées en B ct B’, feront dévier la verge 
BB’ qui tournera autour du point A et s’arrétera dans une position 
voisine CC’, pour laquelle l’attraction de D et D’ fera équilibre à la 
force de torsion du fil de suspension, force qui, quand elle agissait seule 
tendait à ramener la verge CC’ dans la position BB’; et si l’on 
replace la verge CC’ dans la position BB’ et qu’on l’abandonne en- 
suite à elle-même, elle fera une suite d’oscillations dont la durée 
et l'amplitude vont nous faire connaître le rapport de la masse m 
à la masse de la terre; en effet, considérons le mouvement de l’un 
des deux points B ou B', de B par exemple, et supposons que ce 
point se meuve dans la perpendiculaire BD, ce qui est permis, vu 
la petitesse des oscillations. En représentant par x la distance du 
centre de la masse & au point fixe B à une époque quelconque du 
mouvement et par a la distauce BD, l'attraction de p sur m sera à 
une époque quelconque, 


Kum 
(a — x)” 


si donc w est l’effort que fait la force de torsion du fil pour ramener la 
masse L à sa position B, on aura pour l’équation du mouvement de la 
masse L, 
dx _  Kyum 
Fe — (a— x) 
l'attraction de la sphère D sur la sphère B’ est ici négligée comme 
n'ayant qu’un effet insensible. 

L'expérience apprend que la force w est proportionnelle à l’angle 
de torsion, en sorte que si Q est la force nécessaire pour faire tourner 
la verge d’un arc égal à 1, et si s est l’angle que fait à une époque 
quelconque la verge avec BB, la force de torsion «w sera £:e. D'un 
autre côté, on a évidemment, r étant la distance CA, 


x —7TE; 
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l'équation du mouvement devient donc 


Lame 
— mec CS neue 


ou, en développant en série la fraction ar ar" en se bornant aux 
deux premiers termes, parce que re cst ne petit en comparaison 
de a, 


d?e … Km Q 9Km 
dû a?r 


Le facteur binôme qui multiplie €, est toujours positif; car il est 
visible que la valeur de l’angle g& correspondant à la position ou la 
force de torsion fait équilibre à la force d'attraction, s’obtient en 


égalant à zéro la force motrice totale ou en posant 


Km Q +) 
—<— —… —— 3 E£ = 0 
r pr a 





ct comme cette valeur de s doit être visiblement positive, il en résulte 
que le binôme ne peut être que positif ; l’équation est done de la forme 


d?e 


a?" — qgÿe. 


L'intégrale de cette équation différentielle du premier degré et du se- 
cond ordre, à coefficients constants, est 


p° 
a + Csin gi + C'eos gi. 


Si on détermine les constantes C et C’ par la condition que lorsque le 
temps t commence, c’est-à-dire, à l’époque initiale, l’angle variable € 


| dx de 1 
et la vitesse — où — sont nuls, il viendra 


dt dt 


2 2 
eh Fa cos gt — cos gt) 


qui fait connaitre la loi du mouvement de la verge BB’. Il est visible 
que celle-ci prend un mouvement oscillatoire qui s'étend depuis 0 


jusqu’à 2% » c’est-à-dire, que l’amplitude des oscillations est 
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p° 
2— que nous désignerons par «; quant à la durée d’une oscillation, 
elle est donnée par 

cos qt'— — À 
d’où 
q'=r et =. 
q 


Supposons que l’on ait observé cette amplitude « et la durée f’, on 
aura en remplaçant p et q par leur valeur, 





Km 
9 aîr Q 2Km 7° 
Q 2Km pr a t* 
TL a° 
d’où, en éliminant 9, 
2Km 7° 
rx  Ll?° 


mais on a vu plus haut que l’on a, M étant la masse de la terre, R son 
rayon et G la pesanteur telle qu’elle serait sans la rotalion, 


KM 


si l’on tire de là la valeur de K pour la substituer dans l’équation pré- 
cédente, il viendra enfin 


r°aira 


m ————— 
M  92GR#"*°° 





qui fait connaître le rapport entre la masse m et la masse de la terre, 
et par suite, le rapport entre les densités. Cavendisch a trouvé ainsi 
que la densité de la terre est égale à 5 “/, fois celle de l’eau. 
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Mouvement d'un système de points matériels liés entre eux d’une manière quel- 
eonque. — Principe de D’Alembert. — Principe de D’Alembert modifié pour le 
cas d’une percussion. — Applications à différents exemples. 


441. Mouvement d’un système de points matériels liés d’une 
manière quelconque. Principe de D’Alembert. — Le problème géné- 
‘ral de la dynamique consiste à déterminer le mouvement des différents 
points matériels d’un système, connaissant les forces dont chacun de 
ces points est animé, ainsi que les liaisons inextensibles ou variables 
qui existent entre eux. Il est visible que le mouvement effectif de 
chaque point est produit par la résultante des forces motrices qui 
agissent sur lui et des forces intérieures qui naissent des liaisons ; 
si donc on pouvait déterminer les valeurs et les directions de ces 
forces intérieures, on pourrait considérer chaque point matériel 
comme isolé et poser les équations différentielles de son mouvement 
comme on l’a vu aux chapitres XIII et XIV. Cette marche a l’inconvé- 
nient d'exiger le plus souvent une méthode différente pour la mise en 
équation de chaque problème ; mais une remarque fort simple conduit 
à une solution générale et uniforme pour toutes les questions de dyna- 
mique. Considérons un système de points matériels m, m', m”, etc. 
soumis à l’action de forces motrices et à certaines actions mutuelles 
résultant soit des attractions entre ces points, soit de leurs liaisons par 
des fils extensibles ou inextensibles. Appelons ces dernières forces 
intérieures du système pour les distinguer des forces motrices 


34 
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proprement dites, que nous appellerons forces extérieures ; le mouve- 
ment de chaque point matériel résultera de la combinaison des forces 
intérieures et extérieures auxquelles il est soumis; de sorte que 
sa réaction sera toujours égale et opposée à la résultante de celles-ci, 
et par conséquent il y aura à chaque instant équilibre autour de chaque 
point entre les forces extérieures, les forces intérieures et les réac- 
tions dues à l’inertie. En réunissant tous les systèmes de forces 
en équilibre autour de chaque point, on voit qu’il y a équilibre au 
moyen des liaisons entre toutes les forces extérieures, les forces inté- 
rieures et les forces d'inertie, puisque la réunion de plusieurs groupes 
de forces en équilibre forme évidemment un système en équilibre. 

Si les liens qui unissent les points du système sont inextensibles, 
la relation précédente se simplifie, car les forces intérieures se pré- 
sentent alors par couples de forces égales, opposées et agissant 
aux deux extrémités de droites inextensibles ; elles se font done équi- 
libre deux à deux et l’on est alors conduit à cetle proposition : 
dans un système de points matériels en mouvement, à liens inex- 
tensibles, il y a à chaque instant équilibre par l’intermédiaire des 
liaisons, entre les forces extérieures qui agissent sur le système et 
les réactions dues à l’inertre. 

Si quelques uns des points matériels étaient assujettis à demeurer 
sur des surfaces ou sur des courbes données, ces surfaces ou ces 
courbes exerceraient contre les points matériels des pressions nor- 
males qu’il faudrait ranger parmi les forces extérieures qui con- 
courent à l’équilibre précédent. 

On a vu plus haut que dans un système quelconque en mouvement, 
il ya nécessairement équilibre entre les forces extérieures, les forces 
intérieures et les réactions, et l’on vient de voir que dans un système 
dont les liens sont inextensibles, l’équilibre existe entre les forces 
extérieures et les réactions. En rapprochant ces deux propositions, on 
est conduit à ce principe, du reste évident, qu’il y a équilibre dans 
ces derniers systèmes, entre les forces intérieures qui naissent des 
liaisons, c’est-à-dire, entre les tensions intérieures. 

Ces conditions d'équilibre mises en équations et jointes à celles qui 
expriment les divers modes de liaison, font connaître toutes les cir- 
constances du mouvement de chaque partie du système. 

Il est visible que les équations du mouvement d’un point matériel 
unique, données aux chapitres XII et XIII ne sont qu’un cas particu- 
lier des précédentes, puisqu’elles ne font qu’exprimer l'égalité de la 
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force motrice et de la force d’inertie appliquées à un même point. 

C'est à D’Alembert que l’on doit la remarque importante qui pré- 
cède et qui a l’avantage de transformer toute question de mouvement 
en un problème d'équilibre; on lui a donné le nom de principe 
de D’Alembert. Ordinairement on le présente sous une forme un peu 
différente : R étant la force qui devrait agir sur un des points m 
détaché du système pour lui communiquer le mouvement effectif qu’il 
prend par suite de ses liaisons, on sait que la force d'inertie est égale 
et opposée à R et si on nomme cette force R force effective, le premier 
énoncé du principe pourra être remplacé par le suivant : il y a à chaque 
instant équilibre entre les forces motrices intérieures et extérieures et 
les forces effectives, ces dernières étant prises en sens inverse. 
Lorsque les liens intérieurs sont inextensibles, les forces intérieures 
disparaissent et alors til y a équilibre entre les forces motrices exté- 
rieures et les forces effectives prises en sens inverse. Enfin si dans le 
cas de liens inextensibles, on décompose autour de chaque point, la 
force motrice extérieure en deux autres forces dont l’une soit la force 
effective elle-même, et si on appelle force perdue la deuxième compo- 
sante qui se trouve ainsi entièrement déterminée, la première compo- 
sante sera détruite par la force effective prise en sens inverse et le 
dernier énoncé pourra être remplacé par celui-ci : à y a équilibre à 
chaque instant entre toutes les forces perdues. 

Ce dernier système de forces en équilibre est identique avec celui 
des forces intérieures provenant des liaisons inextensibles, mentionné 
plus haut; car si P est la force motrice (fig. 100) qui agit sur le point M, 
T la force intérieure provenant de la liaison du point M à un autre 
point du système, R la résultante de P et T, R sera la force effective 
et il est visible que si l’on décompose P en deux autres forces Ma, Mc’ 
dont l’une soit la force effective R, la seconde composante Mc’ —T", 
nommée force perdue, est égale et opposée à T et n’est par conséquent 
que la tension du cordon qui aboutit au point M. Il est donc indifférent 
de dire que les forces perdues ou que les forces intérieures provenant 
des tensions de liens inextensibles, se font équilibre. 

442. Principe de D’Alembert modifié pour le cas d’une percussion. 
— Le principe général énoncé plus haut serait encore vrai si pendant 
le mouvement il s’opérait des changements brusques dans les vitesses 
par suite des percussions simultanées soit entre les points matériels du 
système soit entre ceux-ci et des obstacles extérieurs; on sait, en 
effet, que les percussions développent de véritables forces motrices 
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auxquelles s'applique par conséquent tout ce qui a été dit au numéro 
précédent et qui ne diffèrent des forces motrices ordinaires qu’en 
ce qu’elles sont incomparablement plus considérables, ce qui est 
cause que, quoique n’agissant que pendant un temps très court, que 
nous supposerons égal pour toutes, ce temps leur suffit pour engen- 
drer des vitesses et par suite, des réactions finies. Pendant ces per- 
cussions tous les corps choqués se compriment plus ou moins; il faut 
donc considérer le lien fictif suivant lequel se transmet l’action mu- 
tuelle pendant la percussion, comme variable de longueur ou élastique 
et il y aura à chaque instant équilibre entre les forces extérieures, les 
forces intérieures et les forces d’inertie, en rangeant parmi les forces 
extérieures celles qui résultent des percussions contre des obstacles 
extérieurs, et parmi les forces intérieures celles qui naissent des per- 
eussions entre les corps du système; or la durée extrêmement petite 
de l’action des forces provenant des percussions permet de simplifier 
le système de ces forces en équilibre; en effet dans l'instant qui pré- 
cède le moment où commencent toutes les percussions, il y a équilibre 
entre les forces intérieures, les forces extérieures et les forces d’inertie 
telles qu’elles sont à cet instant. Immédiatement après la percussion, il 
y a encore équilibre entre les forces de même nom; or pendant la 
durée extrêmement petite des percussions, les forces intérieures et 
extérieures et les forces d’inertie n’ont fait que s’accroitre des. forces 
engendrées par les percussions, sans que les forces motrices pro- 
prement dites, aient eu le temps de changer de grandeur; il est donc 
visible que le système en équilibre après les percussions, se compo- 
sera du système tel qu’il était auparavant, augmenté des forces de 
percussion et des forces d’inertie engendrées par les pereussions, 
et si on supprime dans ce second système les forces intérieures et 
extérieures et les forces d'inertie primitives, on voit qu’il y a équi- 
libre entre les percussions ou plutôt, entre les forces motrices qui 
servent de mesure à ces percussions et les forces d’inertie, c’est-à- 
dire, les quantités de mouvement qu’elles ont engendrées. 

145. Applications à différents exemples. — Appliquons les prin- 
cipes précédents à la solution de quelques problèmes de dynamique. 

Proposons-nous de déterminer le mouvement de deux points maté- 
riels pesants m et m' (fig. 101), liés par un filmAm' flexible, inexten- 
sible et sans pesanteur, ces points étant assujettis à glisser sur deux 
droites AB et AC renfermées dans un plan vertical et le fil devant 
glisser sur une poulie placée au point de rencontre À des deux droites. 
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Si m et m' sont les masses de ces deux points et x et 8 les inclinai- 
sons B et C des deux droites sur l’horizon BC, en désignant par v la 
vitesse avec laquelle le point m descend le long de AB, sa force 

ne du . 
d'inertie sera m TG agissant dans le sens BA et comme la vitesse de m’ 
est la même que celle de m, mais dirigée de C vers À, la force d'inertie 


. v ee ? à L LQ 
de m’ sera aussi m’ en dirigée dans le sens AC. D’après le principe de 


D’Alembert modifié pour les systèmes à liens inextensibles, il y a à 

chaque instant équilibre entre les forces intérieures ou les tensions 

qui naissent des liaisons ; les tensions des cordons Am’ et Am passant 

sur une poulie, doivent donc être égales ; or la tension en m est égale 

à la composante du poids mg dans le sens AB ou m.g sin « diminuée 
Le dv _ 

de la force d'inertie m —; parce que celle-ci agit en remontant; la 


dt 
Q , A ! . ’ dv 
tension en m'est de même m'g sin B + m T> a donc pour con- 
dition d'équilibre des forces intérieures, ou pour équation du mouve- 
ment du système, 
e U ! e » VU 
mg sin à — M— —= MI SIN Ê + M —) 


dt dt 


d'ou 


—— 





; D 
mn + Mn 


dv (” sin « — # sin B 


et en intégrant et représentant par x la distance Am, 


dx m sin «a — m’ sin 
Ÿ OU — — msne—msme, 
dt M +M 
À msin a — sin 


X—=-9— 
29 m+m 
Ces valeurs comparées à celles obtenues (N° 110) pour la chute des 
corps pesants, font voir que les lois du mouvement du point m sont 
les mêmes que celles d’un point matériel pesant tombant verticalement 
en vertu de la pesanteur, l’intensité g de la gravité étant réduite à 
m sin « — m' sin Ê 
Mm+m 
dv 


dt 


On obtient la tension du fil mAm’ en remplaçant —— par sa valeur 
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dv 


dt 


dans l'expression différentielle mg sin « — m—- de cette tension et on 


trouve 
? 


mm . . 
Jan (sin « + sin É). 
On voit que cette tension est constante pendant toute la durée du 
mouvement. 

Si les deux droites deviennent verticales, le système se réduit à deux 
points matériels suspendus verticalement aux extrémités d’un cordon 
passant sur une poulie, et les intégrales précédentes deviennent, en 
supposant nulles la vitesse initiale et la valeur initiale de x, 


qui apprennent que le point m descend verticalement de. la même 
manière que s’il obéissait librement à la gravité, l'intensité de 
m—m 

m+m 
là qu’en prenant les masses m et m’ peu différentes entre elles, on 
pourra ralentir autant que l’on voudra leur mouvement, ce qui 
permettra d'en observer toutes les circonstances pour en déduire 
les lois de la chute des corps graves. C’est cette remarque qui a 
donné lieu à la construction de la machine d’Atwood. 

Si dans le problème précédent, le fil était extensible, l’équilibre de- 
vrait avoir lieu 4° entre les forces extérieures, c’est-à-dire la gra- 
vité ma et la pression mb de la droite contre le point, 2° les forces 
intérieures ou la tension T du cordon m Am’ et 3° les forces d’iner- 
tie; or la résultante du poids ma et de la pression mb est md qui est 


celle-ci étant diminuée dans le rapport de g à g + On voit par 





’ 


ne dv Lo 
égale à mg sin « et l’inertie est encore — m —- ; les forces qui agissent 


dt 


dv Let ce 
en m sont donc mg sin «, — m —- el T dirigées suivant Am. De même 


dt 


en désignant par v’ la vitesse de m/’, la force qui agit en m° est aussi 


, 


| dv , ce: 
m'q sin 6 TNT — T', v’ étant différent de v parce que le fil n’a plus 


une longueur invariable. Comme un ressort tendu est également tiré 
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par les deux bouts, et que l'équilibre n’est possible entre ces deux 
groupes de forces liées par un fil extensible, qu’en admettant que 
l'équilibre a lieu dans chaque groupe, on doit avoir 

dv 


— T—= 0. 


T = 7, mg sin am T0, m'g sinB —m Ti 


di 


On tire des deux dernières 


mg sin « — mm — m'g sin B — m 

dt dt? 
mais d’un autre côté, si on désigne par x’ la distance m’A et qu’on 
suppose la tension du fil proportionnelle à son allongement, [ étant la 
longueur totale du fil quand il n’est pas tendu et & le coefficient de 
l'extensibilité ou l’allongement de l’unité de longueur du fil soumis à 
une tension égale à l’unité, on aura aussi 


+8 LT = U+ pl mg sin o — mo , 


d’où l’on tire en différentiant par rapport au temps, 


dx d?x div dv dv’ L d5v 
de tan que ta 


. . dv . un 
Si on élimine —— entre cette équation et la première, il vient 


dt 


do elmm div m sin « — m'sin f Av, À _p 
di m+mds 7 Mm+m dt dt  ? 


dont l’intégrale fera connaître v en fonction de t, et en remplaçant v 


dx 
par > une nouvelle intégralion donnera x en fonction de {. Cette 


équation linéaire et à coefficients constants a pour intégrales 


v= D + Bt + MR cos 7 + N/A sine 
À 


A 


z2—E+DI+ Be + AM sin! — AN cos —, 
2 y/A 


M, N, D, E, étant quatre constantes arbitraires que l’on détermine en 
observant que si V, V', e et L sont les valeurs initiales des vitesses 
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des points %# et m»', de x et de la longueur x + x’ du fil, on a en 
faisant { nul dans la valeur de x, de v et dans celle de x + x’ après 
dx / 


e # , x 
avoir dérivé, afin de former la valeur de — + — =" + +, 


dt dt 
| —_ M 
V=D+MVA, V+V'—— mul 
4 a" 


e—E—AN, L— {+ plm (gsina—B—N). 


Proposons-nous encore de déterminer le mouvement des deux points 
matériels précédents en tenant compte de la masse de la chaine mAm’ 
supposée parfaitement flexible et inextensible. Soit / la longueur mAm’ 
de la chaîne supposée uniforme, x la masse comprise dans l’unité de 
longueur, x la distance Am et v la vitesse du point m supposée dirigée 
dans le sens AB. D’après le principe de D’Alembert, il y a équi- 
libre entre toutes les forces intérieures qui naissent des liaisons des 
points matériels; ces forces se composent des actions et réactions 
réciproques des éléments de la chaîne contenus dans Am et Am’ y com- 
pris la tension au point A, et comme ces actions et réactions entre 
chaque élément se détruisent, il suffira pour l’équilibre d'exprimer 
que la tension au point À dans le sens Am est égale à la tension dans 
le sens Am’, c’est-à-dire, que les forces dirigées suivant Am sont égales 
aux forces dirigées suivant Am’. Les premières se composent du poids 
du point m et de la chaine Am estimée dans le sens AB, ou 
(mg + pxg) sin «, diminué de la force d’inertie de cette masse Am, 


dv 


qui est (m+ px) —. La force qui agit suivant Am’ est 


dt 
, , dv 
Eng + pe (l— 2) g] sin 8 + Em + à (1 — 0) 2: 
on a donc l’équation 
| . dv 
(mg + uxg) sin a — (m + px) = — 
[m'g + p( — x) g] sin 8 + [m' + v ta)? 
d’où l’on tire | 
du  td?x m sin « — m' sin 6 — pl sin B + px (sin « + sin Ê) 
— QU = Q ——————— —_——— ———————"————————— ——————————— —————.._ —— . 
dt dé m+m + pl 


Si lon représente par P,P’ et p les poids des masses m,m’ et de 
l'unité de longueur de la chaîne, cette valeur deviendra, en supposant 
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les deux droites verticales, c’est-à-dire, lorsque les deux poids pen- 
dront librement aux extrémités d’une chaîne passant sur une poulie, 


dx P—P'— pl + 2px 
de 1 P + P'+ pl | 


En multipliant les deux membres par 2dr et intégrant, on con- 
naîtra la vitesse et une seconde intégration conduira à la valeur de x 
en fonction de t. 

Résolvons encore le problème suivant : aux deux extrémités B 
et B' (fig. 102) d’un cordon inextensible et supposé sans pesan- 
teur BAA'B’ passant sur une poulie, sont suspendus deux corps de 
forme prismatique BD et B'D' d’une densité connue, et ces corps 
plongent en partie dans des vases remplis de liquide dont les niveaux 
constants sont C et C’; on demande de déterminer les lois du mouve- 
ment de ces corps. 

Soit x la distance variable AB, / la longueur BAA'B, a la hauteur 
constante AC, h la longueur BD, « la base de ce cylindre, m la 
masse de l’unité de longueur, p le poids de l'unité de volume du 
liquide, et employons les mêmes lettres accentuées pour représenter 
les quantitées analogues du côté B'D’. Pour exprimer qu’il y a équi- 
libre entre les forces qui proviennent des liaisons ou entre les tensions, 
il faudra égaler les forces qui agissent sur le point B à celles qui agissent 
en B’; or la tension en B se compose du poids du cylindre BD, diminué 
du poids que lui fait perdre la pression de l’eau et diminué de la force 
d'inertie; cette tension sera donc, en remarquant qu’un corps perd 
dans l’eau une partie de son poids égale au poids du volume d’eau 
déplacé, 

dv v 
mgh—(h—a+x)æwp—mh PT =m'qh —(h— a + x)w'p" + me , 
d’où l’on tire, en remarquant que x + x — ll, 

dv dx mgh— m'gh' + (h— a +l— x) w'p —(h— a+ x)wp 
dd mh -- m'h 
que l’on intégrera complètement comme dans l’exemple précédent ; 
le mouvement est donc de la même nature. 

Si on tenait compte de la résistance que le fluide oppose à la descente 
de BD, il faudrait considérer cette résistance comme une force motrice 
extérieure agissant dans le sens DB et par conséquent la retrancher 
des autres forces qui agissent en B. En supposant la résistance pro- 


‘5 
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portionnelle au carré de la vitesse, elle aura nv? pour expression et 
l’équation précédente deviendra 
dv dv 
dt dt 
On intégrera cette équation différentielle qui contient trois variables x, 
v et t, en remarquant que 

dx | dx 
——=v, d'où dt— PE 


dt 
dont la substitution fera prendre à l'équation différentielle la forme 
(mh + m'h") vdv + nv'dx = (A -+ Bx) dx, 


qui deviendra une équation linéaire du premier ordre après qu’on 
aura remplacé v? par une nouvelle variable u. 

Nous terminerons ces applications par le problème qui suit : 

Déterminer le mouvement que prennent deux chaînes BCD et B'C'D' 
(fig. 103) suspendues aux deux extrémités B et B' d’un cordon sans 
pesanteur passant sur une poulie, les extrémités de ces chaînes se 
reposant sur des plans horizontaux CD et CD”. 

Posons AB—x, AC—a, A'B'—:x, A'C'— a, AB + A'B —l, 
m et m” étant les masses de l’unité de longueur des deux chaines. 
Supposons que ce soit la chaîne BC qui descende; il est visible qu’à 
chaque instant un élément de la chaine d’une longueur dx se détachera 
du plan CD’ et prendra une vitesse v ou une quantité de mouve- 
ment m'vdx dans le temps dt; cet élément acquerrait donc, dans 
m'vdx 

di 
sure de l’effort exercé au point C’ pour soulever un élément de CD’ 
de la chaîne. Par suite de la réaction de cet effort, la chaîne BC’ 


mgh—(h—a+x)xp—mh —_ not mgh (ha +x")a/s + m'h 





l'unité de temps, la quantité de mouvement - Telle est la me- 


dx 
éprouve une tension dirigée de haut en bas et égale à m'o—; or 


dt? 
d’après le principe de D’Alembert, il y a équilibre entre les tensions 
intérieures, c’est-à-dire, que les forces qui agissent en B sont égales 
à celles qui agissent en B’. La force appliquée en B est le poids de BC 
diminué de sa force d’inertie. En B' c’est le poids de B’C’ augmenté 


dx 
de son inertie et de la réaction de mv—; on a donc 


dt 


d d 
= m (a — x) g + mn (a — Fe + m'o 


dv 
m(a—x)g—m(a— x) di 


dt 
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ou bien, en remarquant que 


x ’ 
V—= — et T —l— 3x, 


dt 
dx 


DD + MOT ——— 
ma + m'a — ml—(m—m")x 


ma + ml— m'a —(m + m')x 


ma + ma — m'l—{(m— m')x F7 


— 9 

Quand on aura remplacé v? par une nouvelle variable w, cette équation 

différentielle sera du premier degré et du premier ordre et son inté- 
gration sera ramenée à une quadrature. 

Si les deux chaînes avaient un poids uniforme et qu’elles formassent 

les extrémités d’une chaine continue passant sur la poulie que nous 

réduirons à son axe, on trouverait en désignant par x la distance 


d’un chainon quelconque B au point À et en remplaçant _ par v, 


ag— a = og + a +0, ou bien, dt ne 


| 


dt dt dt 


qui a pour intégrales, en faisant commencer v et x avec le temps, 


Wa—a)g _tV{a—)g 


/ — € a+a —_ € a+-a’ | 

VOIE Ve an 
e a+a + e a+ a 
tV/(a —a)g _t (a — a')g 

x=(a+a)logs e AT +e a+ 


On voit qu'après un certain temps, la vitesse est sensiblement uni- 


forme et égale à /(a — a’) g. 
*_ Dans les problèmes précédents, on n’a pas tenu compte de l’inertie 
de la poulie. 


CHAPITRE XVIL 


Mouvement d'un système de forme invariable autour d’un axe fixe. Pressions 
supportées par l'axe. — Calcul des moments d'inertie. — Calcul des moments 
conjugués. — Théorèmes sur les moments d'inertie. Ellipsoïde central. — Axes 
principaux d'inertie. — Théorèmes sur les moments conjugués. — Propriété 
des ellipsoïdes centraux d'inertie. — Mouvement sans forces motrices d’un corps 
solide autour d’un axe fixe. Vitesse angulaire. Pression sur l'axe. — Axes per- 
manents de rotation. — Vilesse de rotation due à une percussion. Direction et 
mesure de la percussion. — Cas où le corps choquant s'attache au corps choqué. 
— Cas où le corps choquant se sépare du corps choqué. — Percussion éprouvée 
par l’axe. — Centre de percussion normale à l'axe fixe. — Centre de percussion 
oblique à l'axe fixe. Théorème général sur ces centres. — Mouvement d’un 
corps pesant autour d’un axe horizontal. — Oscillations d’un pendule composé. 
— Centre d’oscillations. Propriété de ce point. — Moments d'inertie déterminés 
expérimentalement. Application au pendule balistique. — Application ou mou- 
vement du treuil. 


144. Mouvement d'un système de forme invariable autour d’un 
axe fixe. Pressions supportées par l’axe. — Pour déterminer le mou- 
vement autour d’un axe fixe, d’un système de points matériels liés 
entre eux d’une manière invariable et soumis aux actions de forces mo- 
trices quelconques, représentons par m la masse de l’un de ces points, 
par x, y, z ses coordonnées, par X, Y, Z les forces motrices qui y sont 
appliquées parallèlement aux axes, et employons les mêmes lettres 
accentuées pour représenter les quantités analogues pour les autres 
points. L’axe de rotation, que nous prendrons pour axe des Z, peut 
être rendu immobile en fixant deux quelconques de ses points ; ces 
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deux points fixes éprouveront alors des pressions dans certaines direc- 
tions inconnues, et si on les décompose en trois autres parallèlement 
aux axes, il est visible qu’on aura deux pressions parallèles à chaque 
axe, lesquelles pourront être composées deux à deux en une seule, de 
sorte que les pressions éprouvées par l’axe fixe et par conséquent les 
réactions de l’axe fixe contre le système pourront généralement être 
représentées par trois forces P, Q et R appliquées à l’axe de rotation 
et parallèles aux axes des X, Y et Z, cette dernière R étant renfermée 
dans l’axe même et les deux autres étant appliquées en des points de 
l'axe des Z placés à des distances inconnues de l’origine, représentées 
par p et q. En introduisant ces trois forces dans le système, on peut 
supprimer l’axe fixe et le considérer comme entièrement libre. Or, 
d’après le principe de D’Alembert, il y a équilibre entre les forces 
d'inertie des différents points et les forces motrices extérieures, en 
comprenant parmi ces dernières les trois forces P, Q, R. Pour un des 
points m du système, les forces motrices sont X, Y et Z, et les forces 


dx nm d?z 

FTÈ MT: et m di — agissant 
en sens inverse; puisque ces forces jointes à P, Q et R, se font équi- 
libre dans le système, elles doivent satisfaire aux six équations d’équi- 
libre trouvées en statique; si done on emploie le signe x pour désigner 
une somme de quantités de même nature et relatives aux différents 


points du système, on doit avoir : 


(x-n + P—0, (np) +00, 
(2-7 + R—0, 
1e) (- pe 
CORRE 
[(R-ni) (ns Leman 


lesquelles, jointes aux conditions qui expriment que le système est de 
forme invariable, feront connaître toutes les circonstances du mouve- 
ment ainsi que les pressions P, Q et R supportées par l’axe. 


d'inertie parallèlement aux axes sont m —— 





La 
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Pour exprimer que le système est de forme invariable, par l’axe de 
rotation et un point déterminé du système, le centre de gravité, par 
exemple, faisons passer un plan que nous prendrons pour celui des 
(X, Z,); un plan perpendiculaire à celui-ci et passant par l’axe, sera 
le plan coordonné des (Y Z,) et l’ancien plan des (XY) qui jusqu'ici 
est arbitraire, sera le plan des (X, Y,). Si (x,, y,, z,) sont les coor- 
données du point m relativement à ces nouveaux axes, (x/, y/, z/) les 
coordonnées de m’'etc., il faudra pour indiquer l’invariabilité du 
système, exprimer que ces nouvelles coordonnées sont invariables par 
rapport au temps; à cet effet remarquons que comme l’origine et 
l'axe des Z n’a pas changé, on a 

Z—=2,, 2z'—=2,, etc. 
Quant aux coordonnées x, et y,, en désignant par # l’angle formé par 
le plan des (XZ) avec le plan des (X,Z) ou l'angle formé par l'axe 
de X, avec l’ancien axe des X, on sait qu’il existe entre les anciennes 
coordonnées et les nouvelles les relations 


z = 1, 
X —= X, COS # — y, sin 
y = 2x, sin # + y, COS M; 

d’où l’on tire, en différentiant par rapport au temps et en remarquant 


que (x,, y,, z,) etc. doivent être invariables, tandis que l’angle # varie 
avec le temps, 

dz  d'z, 0 

d® dû  ? 

dx d? cos y d* sin 

dt an de 

2 1 2 

dy _, 0 sin | y, À COS 

di dt dt? 

Si l’on substitue ces valeurs dans les six équations du mouvement, 
d'siny .d'cos# 
de dr 
facteurs communs constants pour tous les points du système, et qu’on 
représente par r, r’, etc. les distances des points m, m', etc. à l’axe 

des Z, ces équations deviendront : 


en observant que » etc. sont sous les signes x des 


d? cos y d? sin 4 
de Emx, — TE my, a 





P— —>:X + 
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d? sin # d? cos 4 
Te 2mx, + TE Emy, n 


dn _ Z(xY — yX) 


= — XY + 


R— —:7, 








dt  xmr° 
d° sin # d? cos y 
2 (yZ — zY) + PT IMrx, + TE Im, 
q — Q TT? 
d° cos y d? sin 
— E(zX — xZ) + QE PMR, ——";—Emay, 
P — P 


Les valeurs de P et de Q se simplifient, si l’on observe que zx, 
etzmy, étant les sommes des moments des points matériels par rapport 
aux plans des (Y,Z,) et des (X,Z,), la seconde somme est nulle, puisque 
le centre de gravité est renfermé dans le second plan, et la première 
somme devient M{ en représentant par M la masse totale du système 
et par / la distance de son centre de gravité à l’axe. Les trois premières 
équations se réduisent donc à 


… d'cos 
P=—iX+ Ms …... (4) 
d? sin # , 
Q——2:Y + M TE (2) 
— — 27... (5) 


Quant aux trois dernières, remarquons que les sommes x (x Y — yX), 
2 (zX — xZ) et = (yZ — zY) qui y entrent, ne sont autre chose que les 
sommes des moments des forces motrices par rapport aux axes des 
Z, des Y et des X, c’est-à-dire, les sommes des produits des compo- 
santes des forces estimées normalement à l’axe, par leur distance à 
l’axe ; en les désignant donc par U”, U’, U, les trois dernières équations 
deviennent, en tenant compte des réductions faites dans les valeurs 
de PetdeQ, 











d°y U’ 
dû mr () 
2 2 
d _ n EMzx, + dE # EMLy, 
p — pee (5) 
È2X — Ml 
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d? sin d? cos 
U + 77 ÈmMzx, + d 


di? 


L'équation (4) étant intégrée, fera connaître à chaque instant 
l'angle # et en substituant sa valeur dans les cinq autres, on aura à 
chaque instant les trois pressions P, Q etR, ainsi que p et q en fonction 
du temps. 

Si le système, au lieu d’être composé de points matériels isolés et 
liés entre eux, formait un corps solide continu, on diviserait ce corps 
en éléments infiniment petits, et en représentant par (x, y, z,) les 
coordonnées de l’un quelconque dm de ces éléments et par r sa distance 
à l’axe de rotation, les produits mr?, mz,x,, ‘2,y, seraient remplacés 
par r°dm, z,x,dm, z,y, dm, les sommes xr°dm, 2z,x,dm, 2z,y,dm 
qui seraient alors de véritables intégrales définies s'étendant au corps 
entier, devraient être désignées par /r°dm, fz,x dm, fz,y,dm et il 
faudrait commencer par déterminer les valeurs de ces trois intégrales 
qui dépendent de la forme et de la nature du corps en mouvement. 

445. Calcul des moments d'inertie. — La première des trois inté- 
grales définies précédentes /rdm, représente la somme des. produits 
de tous les éléments du corps par le carré de leur distance à l’axe de 
rotation et a été nommée moment d'inertie du corps par rapport à 
cet axe parce qu’il est le coefficient de la somme des moments des, 
forces d'inertie par rapport à l’axe. Pour calculer sa valeur, conce- 
vons la masse partagée en parallélipipèdes infiniment petits, par des 

plans parallèles aux plans coordonnés et distants les uns des autres de 
dx, dy et dz; le volume de l’un de ces parallélipipèdes est représenté 

‘par dx.dy.dz, sa masse dm l’est par pdx dy dz, en appelant p la den- 
sité de cet élément, et le moment d’inertie du corps, par fpr° dx dy dz, 
ou plutôt par l’intégrale triple 


SSS pr°dx dy dz, 


. cette intégrale étant étendue aux trois dimensions du corps entier. Si 
. la densité est la même partout et que l’on prenne le moment d'inertie 


. par rapport à l’axe des Z, la distance r est égale à j/x° + y? et l’expres- 
sion précédente devient | 


PSSS + y) dx dy dz = p Jde J'dy Je? + y?) dx, 
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les limites de chacune de ces intégrales devant être prises de manière 
à étendre la somme au corps entier. La marche à suivre pour intégrer 
est, du reste, la même que pour déterminer le volume ou la surface 
d’un corps donné (N°° 189 et 193 du traité d’analyse). 

Si le corps est un parallélipipède rectangle homogène et qu’on 
veuille avoir le moment d'inertie par rapport à l’une des trois arêtes, 
en désignant par a, b, c les trois dimensions, les trois intégrales 
devront être prises entre les limites O0 et a, Oet b, Oetc, et l’on 
trouve, en désignant par À, B, C les moments d'inertie par rapport 
aux trois arêtes, 


be abc bc 
Apr tre), B=p (a+), Cp (at + bd) 
. ou bien, M étant la masse du corps, 
M M M 
—% (bt + ct), B—— (at + ct), = > (ot + bt). 


Pour le moment d’inertie d’un ellipsoïide homogène par rapport 
à l’un de ses trois diamètres principaux 2a, 2b et 2c, on trouve : 


| 4 
A = p 35 abe (D* + ct) B=—p abc (at + c), C— etc. 


ou bien , en désignant par M la masse de l’ellipsoïde, 
À — a (b* + ©), B— etc. 


Le moment d'inertie d’un cercle de rayon r et d’une épaisseur &, par 
rapport à une perpendiculaire à son plan passant par le centre, est 
égal à 


1 4 

9 prêr . 
Si le corps est de révolution, une seule intégration fait connaître 
le moment d'inertie par rapport à l’axe, comme dans la recherche du 


volume des corps de révolution; car si on le-divise en tranches cireu- 
Q Q e Li » 
laires , le moment d'inertie de ces tranches est, d’après ce qui pré- 


cède, égal à : prr dx = D (fx)* dx et le moment d'inertie total sera 


l'intégrale définie de cette différentielle. On trouve ainsi pour le 
36 
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moment d'inertie d’un cône droit à base circulaire, par rapport à son 
axe, « et h étant l’angle au sommet et la hauteur, 


1 3M 
— orh5 te 5 — hp? 2. 
1 erh$ tang «x n h? tang°? à 


146. Calcul des moments conjugués. — Les deux autres intégrales 
J'xzdm et f'zydm, ainsi que /'xydm, qui se présentera plus loin 
et que nous nommerons moments conjugués par rapport aux plans 
(XZ), ete., s’obtiennent par des moyens analogues; ainsi on mettra la 
première.sous la forme 


p JS S x2 dx dy dz = p f'xdx f dy f zdz 


et les intégrations seront effectuées, comme pour les cubatures, de 
manière à les étendre à tous les éléments du corps. Si celui-ci est un 
parallélipipède rectangle homogène et que les plans coordonnés soient 
ses trois faces contigues, les limites des trois intégrales seront évidem- 
ment O0 et c, 0 et b, O et a, et on trouvera pour intégrale finale, 


2h? 
j'acdm = ff j'oxz da dy de p VE M 


— — AC. 
Les deux autres intégrales sont : 





4 4 


M M 
Z be et 7 Ÿ 


On trouvera de même pour une sphère homogène ayant son centre 
placé en un point qui a pour coordonnées a, b, c, 


J'xzdm = - pracr$ = Mac, f'yzdm—Mbc, f'xydm — Mab. 


On obtiendrait, comme plus haut, les valeurs de ces intégrales dans 
l'ellipsoïde rapporté à son centre et à ses diamètres principaux 
2a, 2b, 2c; mais il est facile de reconnaïtre sans calcul que celles-ci 
sont nulles; en effet il est visible que, à cause de la symétrie de 
l’ellipsoïde par rapport au plan des (XZ), chaque élément ayant pour 
coordonnées (x, y, z) sera symétrique avec un autre élément ayant 
pour coordonnées (x, — y, z), de sorte que si les différentielles yzdm 
ct yxdm sont positives pour l’un, elles seront négatives pour l’autre ; 
les sommes /'yzdm et fyxdm se composeront donc de suites infinies 
de termes qui se détruiront deux à deux. En faisant la même remarque 


sur l’un des plans des (YZ) ou des (XY), on reconnaît que la troisième 





DYNAMIQUE. 279 


intégrale cest aussi nulle. On voit par là que les deux intégrales /'xydm 
et f'yzdm sont nulles si le plan (XZ) divise le corps en deux parties 
symétriques, et que les trois intégrales sont nulles quand deux des 
trois plans coordonnés divisent le corps en deux parties symétriques. 

147. Théorèmes sur les moments d'inertie. Ellipsoide central. — 
La recherche des moments d'inertie par rapport à un axc donnè 
peut être facilitée au moyen de quelques théorèmes que nous allons 
démontrer. 

Connaissant le moment d'inertie par rapport à un axe passant par 
le centre de gravité d’un corps, on connaît immédiatement le moment 
par rapport à un axe parallèle au premier; en effet, si on suppose 
que ces deux droites soient les axes des Z et des Z’ dans deux systèmes 
d’axes coordonnés rectangulaires (XYZ) et (X'Y’Z’) parallèles entre 
eux, en représentant par (a, b, c) les coordonnées de la première 
origine par rapport aux seconds axes, on a pour un point quelconque 
du corps, 

d=L1+a, Y—=Yy+0b 


et pour le moment d'inertie par rapport à l’axe Z’ ou f(x"? + y?)dm, 
Se? + y)dm= f[(x + a) + (y + b}] dm= f(x? + y?) dm 
+ (a? + 0?) J'dm + 2a f'xdm + 2b f'ydm, 


ou bien, en désignant par X, Y les distances du centre de gravité aux 
plans des YZ et des XZ, et par M la masse du corps, 


SG + y") dm= (et + y?) dm + M(a? + L?) + 2aMX + 26MY. 


Comme l’axe des Z contient, par hypothèse, le centre de gravité, les. 
distances X et Y sont nulles et cette valeur se réduit à 


Se? + y) dm= Sf (ù° + y?) dm + (a? + b) M; 


or les deux intégrales de cette équation sont les moments d’inertic- 
par rapport aux axes des Z' et Z et si on suppose la masse entière 
concentrée dans son centre de gravité, le troisième terme représente 
le moment d'inertie de ce point matériel par rapport à l’axe Z’. De là 
résulte ce théorème : le moment d'inertie par rapport à un axe 
quelconque est égal au moment d'inertie par rapport à une parallèle 
passant par le centre de gravité, augmenté du moment d'inertie par 
rapport à l’axe donné, du corps entier supposé concentré en ce point. 
En représentant par MK? le moment d'inertie par rapport à l'axe qui 


280 CHAPITRE XVII. 


passe par le centre de gravité et par r la distance de l’axe parallèle, 
le moment d'inertie par rapport à celui-ci devient 


MK? + Mr? — M (K°? + r°). 


Il résulte de là que, parmi tous les axes parallèles , celui qui passe 
par le centre de gravité a le plus petit moment d'inertie, et que tous 
les axes parallèles également distants de ce point, ont le même moment. 

On peut aussi exprimer le moment d'inertie par rapport à une 
droite quelconque passant par l’origine, en fonction des moments 
d'inertie pris par rapport à trois axes rectangulaires, et des trois 
moments conjugués /f'xzdm, f'xydm, f yzdm, connaissant les 
angles que forme la droite avec les axes rectangulaires; en effet, si 
l’on désigne par x, y, z les coordonnées d’un point quelconque du corps 
par rapport à ces axes, et qu’on considère la droite donnée comme 
étant l’axe des Z’ d’un nouveau système d’'axes rectangulaires des 
(X'Y'Z') ayant la même origine que le premier système, x’, y’, z 
étant les coordonnées du même point par rapport aux nouveaux axes, 
on sait que l’on a 

x'= ax +ay+a"z, 
y = bx + d'y + b’z, 


= x + cy + cz, 


dans lesquelles (abc), (a’b'c’), (a”b”c”) sont les cosinus des angles 
formés par les axes X”, Y”, Z' avec l’axe des X, avec l’axe des Y et avec 
l’axe des Z, et comme le moment d'inertie par rapport à l’axe des Z” 
est représenté par /'(x"® + y*)dm, ce moment est égal à 


aa + ay + az? + Qaa'xy + 2a a”xz + 2a'a”yz + br? 
+ by + D? + Qbb'xy + 20b”xz + 2b’b"yz dm. 


On sait que les cosinus (a, a’, a”), (b, b', b”), etc. ont entre eux les 
relations 
M+at+at—1, P+br+br—1, + +c?—1, 
M +b+c—1, at+b+ci—1, a+ ba + cs — 1, 
aa + bb'+cc—0, aa”+ bb" +cc"—0, aa” +b'b" + c'c"—0, 
qui donnent 
a +b—=c+et, a+b—e +0, a+ bic? + c?, 


ag +00 —=—cc, aa” +bb"—=—0cc", aa" + bb" = — c'e”. 
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L'intégrale devient ainsi 
Sy? + )dm + € f(x? + dm + c'? f(x? + y?) din 
— 200 f'xydm — 2cc” f'xzdm — 2c'c” f yzdm; 


si donc on représente par V le moment d'inertie cherché, par À, B, C 
les moments d'inertie par rapport aux trois axes rectangulaires des 
X, Y,Z, par P, Q, R les trois intégrales /'yzdm, fxzdm, f xydm 
et par («, B, 7) les angles que forme la droite avec les axes des 
X, Y,Z, il viendra 


V — A cos! a + B cos? 6 + C cos? y — 2R cos à cos B — 2Q cos x cos y 
— 9P cos B cos y. 


Cette équation fait connaître la loi suivant laquelle varie le moment 
d'inertie en passant d’un axe à un autre autour d’un point. Cette loi 
peut être rendue sensible par une construction géométrique; portons 
sur toutes les droites qui passent par l’origine et à partir de ce point, 
une longueur inversement proportionnelle à la racine carrée du mo- 
ment d'inertie correspondant, c’est-à-dire, prenons sur la droite qui 





fait avec les axes des angles &, 6, 7, une longueur égale à 


V 
n étant une constante quelconque ; les coordonnées x, y, z de l’extré- 
mité de cette longueur, seront 


n n n 
T———COSxX, Y———C0S8, ?z———C0S 7; 
T 


VA /V 
et si l’on substitue les valeurs de cos, cos B, cosy tirées de celles-ci 
dans l'expression de V, il viendra pour l'équation de la surface formée 
par les extrémités de toutes ces droites, 


n? — Ag? + By? + Cz° — 2Rxy — 2Qxz — 2Pyz, 


équation qui appartient à un ellipsoïde ayant son centre placé à l'ori- 
gine. D'où il résulte que les moments d'inertie d’un corps par rapport 
aux différentes droites qui passent par un même point, sont inverse- 
ment proportionnels aux carrés des rayons d’un certain ellipsoïde 
déterminé pour chaque point. 

Cet ellipsoïde a été appelé ellipsoïde central des moments d'inertie. 

448. Axes principaux d'inertie. — On sait que dans tout ellipsoïde 
il y a trois diamètres perpendiculaires entre eux qui sont tels que 
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si on les prend pour axes coordonnés, l’équation de la surface se 
réduit à la forme 


n° = Ax° + By? + Czi. 


Ces trois diamètres, dans l’analyse géométrique, se nomment diamètres 
principaux de l’ellipsoide. On sait aussi que si l’on cherche les plus 
grands et les plus petits rayons d’un ellipsoïde, on trouve pour triple 
solution les trois diamètres principaux. Il est visible que, pour que 
les trois axes coordonnés auxquels l’ellipsoïde des moments d'inertie 
a été rapporté, deviennent les diamètres principaux, il faut et il suffit 
que les coefficients P, Q, R soient nuls; A, B, C seront alors les 
moments d’inertie du corps pris par rapport à ces trois diamètres qui 
prennent ici le nom d’axes principaux d'inertie, tandis que les mo- 
ments seront des moments d'inertie principaux. On voit que ce qui 
caractérise ces trois axes principaux relatifs à un point d’un corps, 
à l’exclusion de tout autre système d’axes rectangulaires passant par 
ce point, c’est que les trois intégrales P, Q et R ou 


J'xydm, Jxzdm, fyrdm 


étendues au corps entier, sont nulles relativement à ces axes. Pour un 
point donné, il ne peut y avoir plus d’un système de trois axes prin- 
cipaux d'inertie, parce que dans un ellipsoïde, il n’y a qu’un système 
de diamètres principaux rectangulaires, et ces moments d'inertie prin- 
. cipaux jouissent de la propriété d’être les plus grands ou les plus petits 
possibles pour un même point. 

On démontre dans l’analyse géométrique que lorsque l’équation de 
l’ellipsoïde se réduit à la forme 


nt = Art + By + Cz? — 2Rxy, 


cette surface se trouve rapportée à trois axes, parmi lesquels l’axe 
des Z est un diamètre principal; or, pour que l’équation générale 
du N° 147 prenne la forme précédente, il faut que Q et P soient nuls, 
c’est-à-dire, que l’on ait 

J'xzdm—0, fyzdm— 0; 


d’où il résulte que les deux équations précédentes indiquent que l’axe 
des Z est un axe principal d'inertie relativement à l’origine. 
Connaissant les valeurs des trois moments d'inertie A, B, C d’un 
corps par rapport à trois axes rectangulaires quelconques passant par 
un point, ainsi que les trois intégrales que nous avons désignées par 
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P, Q, R, il est facile de- déterminer les directions des trois axes d’inertie 
principaux passant par ce point et les valeurs des moments d'inertie 
qui s’y rapportent; il suffit pour cela de trouver, en grandeur et en 
position, les trois diamètres principaux de l’ellipsoïde dont on a 
trouvé l’équation au numéro précédent, problème qui est du ressort 
de la géométrie analytique. 

Puisque les trois intégrales P, Q, R sont nulles lorsque le corps est 
rapporté aux trois axes principaux d'inertie passant par un point 
quelconque, il résulte de la valeur de V trouvée plus haut, qu’en 
représentant par A, B, C les moments d'inertie principaux relatifs à 
un point quelconque, et par (x, B, y) les angles que fait avec ces axes 
une droite quelconque passant par le même point, le moment d'inertie 
par rapport à cette droite est 


V = A cos? « + B cos? B + C cos 7. 


Cette formule, jointe à celle démontrée au commencement du N° 447, 
suffit pour calculer le moment d'inertie par rapport à une droite quel- 
conque donnée, connaissant les trois moments d'inertie principaux 
par rapport au centre de gravité du corps et la position de la droite 
par rapport à ces trois axes principaux; car la formule 


V = A cos & + B cos? 5 + C cos° y 


fera connaître le moment d'inertie par rapport à une parallèle à la 
droite donnée, passant par le centre de gravité et l’expression 


V + Mr! 


dans laquelle M est la masse du corps et r la distance entre les deux 
parallèles, ou entre la droite donnée et le centre de gravité, donnera 
le moment d'inertie cherché. 

449. Théorèmes sur les moments conjugués. — On peut aussi 
trouver immédiatement les valeurs des trois intégrales 


J'axydm, Jaxzdm, f'yzdm, 


prises par rapport à trois axes rectangulaires quelconques donnés, 
connaissant les moments d'inertie principaux relativement au centre 
de gravité et les positions de ces axes principaux par rapport aux 
axes rectangulaires donnés; en effet, en désignant par x’, y’, z' les 
coordonnées d’un point quelconque par rapport aux axes principaux 
du centre de gravité, par x, y, z les coordonnées du même point 
par rapport aux axes rectangulaires donnés et par !, m, n les coordon- 
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nées du centre de gravité par rapport à ces derniers, on sait que l’on 
passe d’un système d’axes rectangulaires à l’autre, par les formules 


x=l+ ax + by + cz 
y=m+ax + by + cz 
z=n+a'x + by + cr 
dans lesquelles a, b, c, a’, b’, c’, etc. ont la signification indiquée au 


N° 147; si donc on substitue à x, y, z ces valeurs, en observant que 
les axes des X’, Y’, Z’ étant principaux, on doit avoir 


Sxydm—0, fxrdm—0, fyzdm—0, 
et que les plans des X’Y”, X’Z’ et Y’Z’ contenant le centre de gravité 
du corps, il faut que l’on ait 
Sxdm=0, fydm—=0, frdm—0, 
on trouvera, toutes réductions faites, 
S'aydm = Mm + aa f'x"*dm + bb’ [ ydm + cc’ f'r"°dm, 
ou bien, en remplaçant les produits aa’, bb”, cc’ par leur valeur tirée 
de la relation 
aa’ + bb” + cc — 0, 
J'xydm = Mim — aa’ [(y® + 7%) dm — bb" f(x"? + 7°?) dm 
— cc f(x"? + y?) dm. 
Les trois intégrales du second membre ne sont autre chose que les 


moments principaux d'inertie À, B, C relatifs au centre de gravité; 
on a donc 


J'xydm = Mim — Aaa — Bbb' — Ccc’, 


ou plutôt, (x, B, y) et («’, B’, y’) étant les angles formés par les axes 
des X’, Ÿ’, Z’ avec X et avec Y, . 


J'xydm = Mim — A cos « cos x’ — B cos B cos B — C cos y cos y’.....(4) 


Une marche semblable conduira aux valeurs suivantes de f'xzdm et 
de f'yzdm , 
J'xzdm = Min -— A cos « cos x’ — B cosB cos B”— C cos y cos y” a) 


J'yzdm = Mmn — A cos a’ cos a” — B cosB cos B”— Ccosy’ cosy” 


Ces trois intégrales prennent une forme très simple, lorsque les trois 
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moments d'inertie principaux du centre de gravité sont égaux; elles 
se réduisent alors à 


J'rydm—Mim, fxzdm—Min, f'yzdm — Mnm.….(2) 


à cause des relations 
aa’ + bb’ + cc — 0, etc. 
c’est-à-dire, 
COS COS &” + cos B cos B’ + cos y cos y — 0 
cos a cos &” + cos B cos B” + cos y cos y” — 0 


cos a’ cos «” + cos B’ cos B” + cos y cosy” — 0. 


Ces valeurs coïncident avec celles que nous avons trouvées (N° 146) 
pour la sphère, dans laquelle les trois moments d’inertie principaux 
du centre sont en effet égaux. 

En égalant à zéro les valeurs générales qu’on vient de trouver pour 
J'xydm, J'xzdm, f'yzdm, on est conduit à trois équations qui servent 
à résoudre ce problème : une droite étant donnée de position par 
rapport aux trois axes principaux du centre de gravité, trouver le 
point de cette droite pour lequel elle est axe d’inertie principal, et 
trouver la condition à laquelle elle doit satisfaire pour qu’un sem- 
blable point puisse exister sur cette droite. 

On trouve ainsi que les seules droites qui jouissent de la pro- 
priété d’être axes d'inertie principaux relativement à l’un de leurs 
points, sont les parallèles à un des rayons de l’ellipsoïde central du 
centre de gravité, renfermées dans le plan qui projette ce rayon 
orthogonalement sur son plan diamétral conjugué. 

Sans nous arrêter à cette recherche, remarquons que dans le cas 
où les trois moments principaux du centre de gravité sont égaux, si 
on abaisse une perpendiculaire du centre de gravité sur la droite 
donnée, celle-ci, ainsi que la perpendiculaire, seront des axes prin- 
cipaux relativement au pied, puisqu’en prenant la droite donnée pour 
axe des Z et la perpendiculaire pour axe des X, les deux coordonnées 
m et nr du centre de gravité seront nulles et par conséquent, les trois 
intégrales (2). 

Si les nouveaux axes coordonnés étaient parallèles aux axes princi- 


4) Voir un mémoire sur ce sujet dans le recueil des Mémoires de l’Académie 
royale des Sciences de Belgique, tome XXI. 
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paux du centre de gravité, les angles f, y, «', y’, «”, B” seraient 
droits et il viendrait encore 


J'xydm=Mlm, ffxzdm— Min, f'yzdm —Mmn. 


Il résulte de ces valeurs, que trois axes parallèles aux axes princi- 
paux du centre de gravité ne peuvent être eux-mêmes principaux, 
à moins que deux des trois coordonnées (l, m,n) ne soient nulles, 
auquel cas l’un des trois axes se confond avec un des axes principaux 
du centre de gravité. On voit par là qu’un axe principal du centre 
de gravité est toujours axe principal pour tous les points placés dans 
sa direction, et que, pour chacun de ces points, les deux autres axes 
principaux sont parallèles aux deux autres axes principaux du centre 
de gravité. Quant aux valeurs des moments d’inertie principaux corres- 
pondant à ces points, en supposant ceux-ci placés sur l'axe C, à une 


« 


distance r du centre de gravité, on trouvera, à eause du théorème 
démontré N° 147, 


A + Mr, B+ Mr, C. 


On a vu plus haut (N° 148) qu’en désignant par A, B, C les trois 
moments d'inertie principaux d’un point quelconque d’un corps et 
par («, B, y) les angles formés avec les axes principaux par une droite 
passant par ce point, le moment d'inertie pour cette droite est donné 
par | 

V = A cos? a + B cos? B + C cos° y. 


Il résulte de cette valeur que si les trois moments d'inertie princi- 
paux sont égaux entre eux, toutes les droites passant par le même 
point ont le même moment d'inertie, puisque l'équation précédente 
se réduit alors à 


V — A (cos? « + cos? B + cos? y) — À. 


Cette propriété est d’ailleurs une conséquence de ce que, dans ce cas, 
l’ellipsoïde des moments d'inertie se transforme en une sphère. 
Comme dans une sphère tout diamètre peut être considéré comme axe 
principal, on voit que lorsque les trois moments d'inertie principaux 
sont égaux pour un point, tout axe passant par ce point est un axe 
principal et par conséquent pour trois axes rectangulaires quelconques, 
on doit avoir 


J'xydm—0, fxzdm—0, f'yzdm— 0. 


LA 
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Les points d’un corps qui ont les moments d'inertie principaux 
égaux entre eux, jouissent en mécanique de propriétés importantes ; 
proposons-nous donc de déterminer les conditions pour qu'un corps 
donné présente de semblables points et cherchons ensuite leur posi- 
tion. Si l’on fait passer par le point cherché trois axes rectangulaires, 
ils devront, d’après ce qu’on vient de voir, former un système d’axes 
principaux quelle que soit leur direction, et par conséquent lorsqu'ils 
sont menés parallèlement aux axes principaux du centre de gravité; 
or, on vient de voir que ces axes parallèles ne peuvent être principaux 
à moins que l’origine ne se trouve sur l’un des axes principaux du 
centre de gravité; c’est donc dans l’un de ces derniers axes que 
doivent se trouver les points cherchés. 

En représentant par r sa distance au centre de gravité, on vient de 
voir que les trois moments d'inertie sont pour ces axes parallèles, 


A<+Mr, B+ Mr’, C 


et comme ils doivent être égaux par hypothèse, on doit avoir 


C— 
A=B, r—=+ ——— 
? M 
qui expriment qu’un semblable point n’existe dans un corps que si 
deux des trois moments d’inertie principaux du centre de gravité sont 
égaux entre eux et que, dans ce cas, le point se trouve sur le troisième 
axe principal à une distance du centre de gravité représenté par 


TE + Il y aura donc deux points jouissant de la propriété 
d’avoir ses moments d'inertie principaux égaux entre eux, pourvu 
que C— À soit positif, ou pourvu que le moment inégal soit le plus 
grand des trois. 

450. Propriété des ellipsoides centraux d'inertie. — On a vu que 
l’ellipsoïde des moments d'inertie autour de l’origine des coordonnées 


a pour équation 
Ax°? + By? + Cz? — 2Pyz — 2Qxz — 2Rxy — n° 


et la géométrie analytique apprend que l’équation du plan diamétral 
conjugué à l’axe des Z est 


Cz— Py+Qx oubien 2z/f{x? + y?) dm— y f'yzdm + x f xzdm. 
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si on transporte l’origine en un point de l’axe des Z placé à une 
distance c de l’origine, il faudra changer z en :z— c et l’équation du 
plan diamétral conjugué à l’axe des Z dans l’ellipsoïde correspondant à 
cette nouvelle origine devient 


{—c) SJ'(e + y) dm—=y ff y(z—c)dm+x/fx(z —c) dm, 
c’est-à-dire, 
z S'(et + y*) dm — c J'(x° + y?) dm = y J'yxdm — cy ['ydm 
+ x fxzdm— cx f'xdm 


qui, en représentant par x, et y, les coordonnées du centre de gravité, 
peut s’écrire ainsi 


Cz — Py — Qx—c(C—My,y — Mxx) = 0. 


Cette équation est satisfaite pour toute valeur de c, c’est-à-dire, pour 
les plans diamétraux correspondant à tous les points de l’axe des Z, 
en posant les deux équations 


C2 — Py — Qx—0 
C— My,y — Mx,x —0 


qui représentent une ligne droite; d’où résulte ce théorème : Un corps 
étant traversé par un axe, si l’on construit les ellipsoïdes des 
moments d'inertie pour tous les points de cette droite, les plans dia- 
métraux conjugués à cet axe dans tous ces ellipsoïdes passeront tous 
par une même droite. 

En éliminant successivement y et x, ces équations peuvent se mettre 
sous la forme ordinaire 


x = Hi, PC 
Qy, TT Px, M(Qy, — P;) ! 
Cr, QC 


= LH ——— 
ÿ Qy, — Px, M(Qy, — Px,) 
Si on fait passer le plan des XZ par le centre de gravité, y, sera nul et 


ces deux équations de la droite deviennent 


XT—= —, LU + —:. 
x, C”  Mx 


Cette propriété nous sera d’une grande utilité dans la théorie du centre 
de percussion. 
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151. Mouvement sans forces motrices, d’un corps solide autour 
d'un axe fixe. Vitesse angulaire. Pression sur l'axe. — Reprenons 
les six équations (1) à (6) du N° 144, relatives au mouvement d’un 
corps solide autour d’un axe fixe et faisons différentes hypothèses sur 
la nature des forces motrices. Supposons-les d’abord nulles; le corps 
ne se mouvra qu'en vertu d’une vitesse de rotation initiale qui lui aura 
été imprimée, les quantités U, U’, U” seront nulles et les six équa- 
tions deviendront : 


. 


d? cos y d dn\? 
P — MI a = MI 1 a) cvs + D sin 1] =-m(T) cos 4 
d? sin 4 _ d'y dy\? . 
Q—MI dr +] — (% +) sin # + ges 94 | =M(T SIN #, 


, | sin 4 /'y,z,dm + cos ; fx, z,dm 
PT MI cos n ! 


an 0% R=— 0, 








__ + sin y fx,z,dm + cos 4 f'y,z, dm 
= MI sin # | 


La première de ces équations donne en intégrant, 


din _ —=C, y— Ci + D. 

dt 
Comme # est l’angle formé par le plan des (X,Z,) passant par l’axe fixe 
et par le centre de gravité du corps, avec le plan arbitraire mais fixe 
des (XZ), on peut aussi considérer # comme l’are de cercle décrit pen- 
dant le temps t par un point du corps placé à l'unité de distance de 
lJ’axe ; la constante arbitraire D est donc la valeur initiale de # ou la 
distance angulaire du centre de gravité au plan des (XZ) à l’instant où 
le temps { commence à compter; quant à C, on voit que cette con- 


dy _ 
stante représente la valeur invariable de — de? c'est-à-dire, de la vitesse 


qui anime un point du corps placé à l’unité de distance de l'axe de 
rotation. Cette dérivée prend le nom de vitesse angulaire et sert de 
mesure à la vitesse de rotation du corps. Nous représenterons doréna- 
vant la vitesse angulaire par w. La première des deux intégrales 
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précédentes exprime donc que le corps ayant reçu primitivement une 
certaine vitesse de rotation, la conserve indéfiniment. La seconde 
exprime que l'angle y augmente proportionnellement au temps t. 

Pour ce qui est des pressions P et Q que l’axe fixe fait éprouver au 
corps, et qu’on mettra sous la forme 


P — — Mluw* cos 4, -Q — — Mlw sin y, 


appliquées à des distances OA et OB de l’origine O données par p et q, 
si on les décompose chacune en deux autres r, r’ et s, s’ (fig. 104) pa- 
rallèles aux axes des X, et des Y,, et qu’on prenne les résultantes de 
r,scetr’, s’, on trouve que l’axe fixe fait éprouver au corps une pres- 
sion parallèle à X, représentée par — Mlw* et appliquée en un point 
de l’axe , distant de l’origine d’une quantité 

d— S'2,2,dm 


7 M 
l'axe fixe éprouve done à son tour une pression égale à Mlw*?. Quant 
aux composantes parallèles à Y,, elles forment un couple dont le mo- 
ment est égal à 


uw? ['y,2,dm ; 
de sorte que la pression éprouvée par l’axe fixe est, en général, repré- 
sentée par une force M{w? renfermée dans le plan qui contient l'axe 
et le centre de gravité, et par un couple contenu dans un plan perpen- 
diculaire au précédent. Observons que si la masse du corps était con- 
centrée dans son centre de gravité, ce point matériel décrirait une 
circonférence de rayon let aurait une force centrifuge représentée par 


29192 
ME = Min, 


parce que la vitesse du centre de gravité est lw; cette force centrifuge 
produirait donc sur l’axe une pression égale à celle-que nous avons 
trouvée plus haut; mais il y a, entre ces deux cas, cette différence 
que, si la masse était concentrée dans son centre de gravité, la pression 
scrait unique et serait appliquée au pied de la perpendiculaire abaissée 
du centre de gravité sur l’axe, tandis qu’en réalité cette pression est 
en général appliquée à une distance d de l’origine jusqu'ici arbi- 
traire, et il y a en outre un couple perpendiculaire à la direction de 
cette force. 

Comme jusqu'ici l’origine des coordonnées est restée indéterminée, 
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rien n'empêche qu'on la place au point d'application de cette pres- 
sion; alors d sera nul et l’on aura pour ce point 


S'x,z,dm = 0. 
Pour que le couple disparaisse, il faut que l’on ait aussi 
JY,z,dm = 0. 


Il résulte de ces deux équations que, pour que les pressions éprouvées 
par l’axe par suite d’une rotation se réduisent à une force unique, il 
faut que l’axe de rotation soit un axe d’inertie principal par rapport 
à l’un de ses points, lequel sera alors le point d'application de la force 
Mlw?. Réciproquement, si l’axe de rotation est un axe d'inertie prin- 
cipal par rapport à l’un de ses points, en y plaçant l’origine des coor- 
données, les deux intégrales /x,z,din, fy,z,dm seront nulles, ce qui 
fera disparaitre le couple et rendra nulle la distance d. D’où il suit que 
dans ce cas, l’axe éprouve toujours une pression unique, appliquée au 
point pour lequel celui-ci est axe d'inertie principal. 

152. Axes permanents de rotation. Lorsque les pressions qu’éprouve 
en général un axe de rotation, sont réductibles à une seule, il suffit 
de rendre fixe le point d'application pour que l’axe reste lui-même 
immobile, puisque la force sera détruite. En rapprochant cette obser- 
vation du théorème précédent, et en remarquant qu’en chaque point 
d’un corps il passe toujours trois axes principaux rectangulaires, on 
est conduit à cette propriété : Quand un point quelconque d’un 
corps sans forces motrices est rendu fixe, il y passe nécessaire- 
ment trois droites rectangulaires qui sont telles, que si le corps com- 
mence à tourner autour de l’une d’elles, la rotation continuera 
indéfiniment autour de cette même droite. Les trois axes principaux 
jouissent seuls de cette propriété qui leur a fait donner le nom d’axes 
permanents de rotation. 

Si le point fixe est le centre de gravité lui-même, la pression 
unique M{w* disparaît, puisque / sera nul; d’où il résulte que si un 
corps sans pesanteur commence à tourner autour de l’un des trois 
axes principaux du centre de gravité rendu fixe, ces axes n’éprouve- 
ront aucune pression ; ils ne cesseront donc pas d’être axes permanents 
de rotation quand le centre de gravité sera entièrement libre. 

Si on rend fixe le point pour lequel les trois moments d'inertie 
sont égaux entre eux et qu’on commence à faire tourner le corps 
autour d’une droite quelconque passant par le point fixe, le corps 
tournera indéfiniment autour de cette droite, puisque l’on a vu que 
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toutes ces droites sont des axes d'inertie principaux pour le point fixe. 

Quand la droite est axe principal d’inertie relativement au pied de 
la perpendiculaire abaissée du centre de gravité sur sa direction, la 
pression se confond identiquement, pour la grandeur et la position, 
avec la force centrifuge qui résulterait du mouvement de rotation du 
centre de gravité dans lequel toute la masse du corps serait con- 
centrée; car On sait que la rotation fait naître une pression unique 
Mlw® appliquée au point pour lequel la droite est axe principal, c’est- 
à-dire, au pied de la perpendiculaire et renfermée dans le plan qui 
contient le centre de gravité et la droite; cette pression est donc 
dirigée suivant la perpendiculaire abaissée du centre de gravité. 

Cette circonstance se présente toujours, d’après ce qu’on a vu 
N° 149, lorsque les trois moments d'inertie principaux du centre 
de gravité sont égaux entre eux, puisque dans ce cas, la droite est 
toujours un axe principal relativement au pied de la perpendiculaire. 

453. Vitesse de rotation due à une percussion. Direction et mesure 
de la percussion. — Les six équations du N° 144 font aussi connaitre 
toutes les circonstances du mouvement d’un corps solide autour d'un 
axe fixe, par suite d’une percussion ; il suffit pour cela de tenir compte 
du mode particulier d’action de la force à laquelle la percussion donne 
naissance. On a vu (N° 108) que, lorsque deux corps viennent $€ 
choquer, la pereussion donne naissance à une force de pression agis 
sant sur le corps choqué pendant un certain temps, inconnu à la 
vérité, mais que l’on sait être assez court pour que l’on puisse 
admettre que le déplacement du corps et le changement de direction 
de la force sont nuls pendant la durée de l’action. 

La direction de cette force se confond avec ce que nous appellerons 
la direction de la percussion. Elle est visiblement la même que celle 
suivant laquelle est lancé le point matériel choquant, lorsque celui-tl 
s’attache au corps choqué. Si le point matériel vient frapper le corps 
obliquement à la surface sans s’y attacher, la direction de la pressioM 
et par conséquent celle de la percussion, sera dirigée normalement 
à la surface au point de contact. Si cette force T nous était connut; 
on introduirait sa valeur dans les six équations qui feraient alors 
connaître toutes les circonstances du mouvement du corps. Mais la 
loi suivant laquelle varie cette pression nous est totalement inconnue; 
on sait seulement qu’elle n’agit que pendant un temps extrémement 
court pendant lequel elle prend naissance et s’évanouit en passant Par 
une valeur considérable. Puisque cette force ne nous est pas connut 


= 
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c'est par les effets qu’elle produit qu’il faut chercher à l’apprécier. 
Nous appellerons mesure de la percussion, la quantité de mouve- 
ment pv qu'une percussion fait naître dans un point matériel d’une 
masse L auquel elle communique la vitesse v. 

Il existe entre cette quantité de mouvement et la force inconnue 
et variable T que la percussion fait naître, une relation qui permet 
d'éliminer cette force, en y introduisant la mesure pv que l’on par- 
vient à déterminer dans chaque cas; en effet, puisque T désigne la 
force motrice inconnue avec laquelle un point matériel d’une masse x 
est pressé à une époque quelconque de la percussion, si on repré- 
sente par v la vitesse acquise par k à cette époque, on sait qu’il existe 
entre p, v etT la relation 


qui n’est autre que l’équation du mouvement de uw; d’où l’on tire, 
en intégrant pendant la durée 7 de la percussion, 


r 
UÙ — Tdt ; 
0 
or, uv est la quantité de mouvement engendrée pendant la percussion 


T 
à laquelle elle sert par conséquent de mesure; on voit donc que | Tdi 
0 


que nous désignerons par #, est aussi la mesure de la percussion. Si 
la percussion, au lieu d’être exercée contre un point matériel x isolé, 
était produite contre un corps de dimension finie, on concevrait cette 
percussion agissant sur un point matériel p, appartenant au corps 
choqué et placé au point de contact; w sera alors la quantité de 
mouvement reçue par x et par conséquent la quantité de mouvement 
que la percussion introduit dans le corps choqué. Nous verrons 
plus loin (N° 154 et 155) comment on trouve la valeur de cette 
intégrale u. 

Cela posé, si on désigne par d l’inclinaison de la direction de la 
percussion sur l’axe et par f la plus courte distance de ces deux 
droites, T sin d sera la composante de T estimée normalement à l’axe 
et Tf sind son moment. L’équation (4) du N° 144 deviendra done, à 
cause de la signification de U”, 


4  Tfsind ,,. dn fsind 
dE >mr° d “dt =mr° Tdi. 


38 
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Or, si on admet que pendant la durée très petite 7 de l’action de la 
force T, les quantités f et d restent sensiblement constantes, il 
viendra, en intégrant depuis le commencement de la percussion 
jusqu’à la fin, et en désignant par w et « les vitesses de rotation après 
et avant la percussion, 





dy D — w — w — fsin d 
-- dt … | pmrt ? 
fsind 


w — w, c'est-à-dire, rs % est donc la vitesse de rotation engendrée 


par la percussion u. 

Si une nouvelle percussion venait agir sur le corps, il est visible 
que la vitesse engendrée devrait être ajoutée à la précédente, de 
méme que la vitesse primitive w doit être ajoutée à la vitesse engen- 
uf sin à 

Emr° 





drée » en sorte que l’on aurait pour vitesse totale, 
ufsind u'f’sin d’ 


>mr? zmr° 


et, en général, après un nombre quelconque de percussions successives, 


x uf sin à + w'f’ sin d’ + w”f” sin d” + etc. 
+ à 
Emr* 


Cette valeur, qui est indépendante du temps écoulé entre chaque per- 
cussion, resterait évidemment la même si elles étaient simultanées. 

On est conduit immédiatement à la valeur précédente de la vitesse 
angulaire engendrée, en observant que, d’après le principe de D’Alem- 
bert, modifié pour le cas d’une percussion, les forces développées 
par les percussions doivent faire équilibre autour de l’axe fixe, aux 
résistances dues à l’inertie et engendrées pendant ces percussions; or 
si le corps choqué prend un accroissement de vitesse angulaire w —w, 
un point matériel dm placé à la distance r de l’axe, prendra 
instantanément une vitesse r (w — w) et une quantité de mouvement 
mr (w — w) qui, comme on sait, mesure la résistance due à l’inertie; 
le moment de cette résistance par rapport à l’axe est done mr°(w —w) 
et la somme de ces moments zmr° (w — «w) ou plutôt (æ — w) 2mr°, 
parce que la vitesse angulaire # — «w est la même pour tous les points. 
D'un autre côté, les forces engendrées pendant la durée des per- 
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cussions sont w, w’..... dont les moments par rapport à l’axe sont 
uf sin à, uw'f’ sin d’.....; on a donc 


(w — w) 2mr?—=uf sin à + w'f’ sin d’ + etc., 


d’où l’on tire pour w — w la valeur trouvée plus haut. 

154. Cas où les corps choquants s’attachent au corps choqué. — 
Les mesures des percussions sont immédiatement connues lorsque 
des corps choquants m, m’, m”.... animés des vitesses v, v’, v”..…. 
s’attachent simultanément au corps choqué supposé immobile, et ne 
s’en séparent plus après la percussion; car on peut, sans changer le 
mouvement de rotation, considérer m, m', m’.... comme des parties 
intégrantes du corps choqué, auxquelles des percussions idéales 
auraient communiqué les quantités de mouvement mv, m'v’.…..; ces 
produits doivent donc être substitués à w, w’... dans l’expression de 
la vitesse de rotation, et de plus, comme le dénominateur représente 
le moment d'inertie du corps choqué entier, comprenant les masses 
fictives m, m’, m’…. qui reçoivent les percussions, il faudra, dans le 
cas actuel, prendre pour dénominateur non-seulement le moment 
d'inertie MK? du corps choqué proprement dit, mais encore les 
moments d'inertie des masses m, m’...; en désignant donc par L, l..…. 
leurs distances à l’axe de rotation, on a pour expression de la vitesse 
angulaire engendrée, 


muf sin d + m'v'f" sin d + etc. 
MK? + ml? + ml? + etc. 


f, f.….. étant les distances des directions des vitesses v, v’.... à l’axe 
de rotation et d, d'.... les inclinaisons de ces vitesses sur l’axe. Si 
les percussions étaient successives, il faudrait déterminer la vitesse 
de rotation après chaque percussion pour l'ajouter à la vitesse engen- 
drée par la percussion suivante. 

Si le corps choqué avait une vitesse angulaire © antérieure, il est 
visible que lorsque la masse m sera attachée au corps, la vitesse © sera 
MK 
MK? + ml’ 
vitesse lo’ perpendiculaire au plan qui contient l’axe ct le point m. 
En décomposant celte vitesse en deux autres dirigées l’une dans le 
plan précédent, et l’autre dans le sens de la percussion, la première 
sera détruite par l’axe si, comme on le suppose, le corps ne peut 


réduite à © —0@", et m aura avant la percussion idéale, une 
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? 


, @. 
pas glisser le long de cet axe et la seconde sera égale à SE dans 
sin 


laquelle & est l’inclinaison de la pereussion sur ce plan; la percussion 
idéale ne devrait donc communiquer à la masse m que la vitesse 


œ 
V— pour lui faire avoir la vitesse v; la valeur de la percussion 
i 


? 


(A) . 
serait donc m (: ac) qu’il faudrait substituer à « dans la 


valeur de # — w’ du numéro précédent. 

455. Cas où le corps choquant se sépare du corps choqué. — 
Lorsque la masse m, au lieu de s'attacher au corps, ne fait que le 
choquer pour s’en séparer immédiatement après, la valeur de 
s'obtient de la manière suivante : dans le point matériel choquant, 
il doit y avoir équilibre à chaque instant, en vertu du principe de 
D’Alembert approprié au cas d’une percussion, entre cette force w et 
les forces d'inertie développées par la percussion; si donc on repré- 
sente par m sa masse, par U’, V’, W' les trois composantes de sa 
vitesse avant la percussion, par U, V, W les mêmes composantes après 
la percussion, par «, B, à les angles formés par les axes coordonnés 
avec la direction de la percussion « agissant sur le corps choqué et 
par conséquent par x — «x, x — 6, x —d9 les mêmes angles quand 
la force u agit en sens inverse sur le corps choquant, les quantités de 


mouvement acquises suivant chaque axe et par conséquent les forces 
d'inertie, seront 


m(U—U), m(V—V), m(W—W), 
ct par conséquent on doit avoir 
— u COS a — M (U —U), —u cos B — m (V — V'), 
— u cos d = m (W — W). 


Les circonstances qui accompagnent le phénomène de la percussion 
vont nous fournir une quatrième équation. Remarquons que la per- 
cussion est due à l’inégalité de vitesse des deux corps dans la direction 
suivant laquelle ils se choquent et que les corps adhèrent l’un à l’autre 
en se comprimant jusqu’à ce que l’égalité de vitesse dans cette direc- 
tion se soit établie; de sorte qu’à la fin de la percussion, la vitesse 
est la même dans les deux corps dans la direction suivant laquelle ils 
se pressent; or w étant la vitesse angulaire du corps après la per- 


cussion, a, b, c les coordonnées du point de percussion, w y 4? + b? 
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sera la vitesse du point, vitesse qui est dirigée tangentiellement au 
cercle qu'il décrit, et on trouve pour cosinus des angles qu’elle forme 


a 
avec les axes, — ———; et zéro; le cosinus de l’angle 
V'ai+b pa +bt 


ee a cos B—bcosa 
qu’elle forme avec la direction de la percussion est donc 4 cos 8 — bcosa 


a? + b? 
et par conséquent la composante de la vitesse estimée suivant la per- 
cussion, est w (a cos 8 — b cos «). D’un autre côté, les composantes 
de la vitesse du point matériel choquant étant U, V, W après la per- 
cussion, les composantes de chacune de ces vitesses dans le sens de 
la même droite sont 


Ucosæa, Voecosf, W cosd'; 
on doit par conséquent avoir 
w (a cos 8 — b cos a) = U cos a + V cos B + W cos d. 


Cette équation, jointe aux trois qui précèdent et à l’équation 


suffit pour déterminer les valeurs de u, w, U, V, W, c’est-à-dire, 
qu’elle fait connaître le mouvement du corps choqué et du point 
matériel choquant. En désignant par v’ la vitesse du point matériel 
choquant, estimée dans le sens de la percussion, ‘c’est-à-dire, 

U cos « + V’cos 8 + W'cosd, 
on trouve 

[v’ — © (a cos B — b cos a)] zmr° 

mr? + mf sin d (a cosf — b cos &) 
ou, en remarquant que la plus courte distance f de la percussion à 


a cos  — b cos « 


l’axe des Z est — - ; 
: sin à 


(v’ — wf sin d) zmr° 
ER ————— —— 
Emr? + mftsin° à 
dans laquelle v’ —wf sin d représente la vitesse relative v estimée dans 
le sens de la percussion, des deux points entre lesquels a lieu la 

mof sin d 

mr? + mf? sin? 0 
156. Percussion éprouvée par l'axe. — Les valeurs de P, Q, R du 


compression, de sorte que w — « est égal à 
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= N°144 font connaître les percussions qu’éprouve l’axe fixe au moment 
où les deux corps viennent se choquer ; en effet, on a vu que, T étant 
la force de pression variable qui s'exerce entre ces corps, la compo- 
sante Z de la force T, parallèle à l’axe de rotation ou à l’axe des Z, est 
Tcosd'; la seconde composante normale à l’axe est donc T sin d'et 
les forces X, Y qui entrent dans ces équations sont les deux compo- 
santes de cette dernière; or si l’on prend le plan des (YZ) (fig. 105) 
qui jusqu'ici est resté arbitraire, parallèle à la direction de la force T 
appliquée en m, la composante T sin d dirigée suivant mu, sera 
parallèle à l’axe des Y et par conséquent on aura 


X—0, Y—Tsin); 
les valeurs de P, Q, R deviendront donc 


. dn 
| es: d (sin ñ ä) 
p— M 1 MI "7 


= 








de de 
dr 
d( cos n — 
ann (à) 
Q = —T sin à + M} = sin à + M +, 
— — T cos à, 


Si on multiplie les deux membres de chaque équation par dt et qu’on 
intègre ensuite depuis le commencement de la pereussion jusqu’à la 
fin, en observant que n et d ne changent pas sensiblement de valeur, 
il viendra en représentant par w et © les vitesses angulaires ou les 
dn 


l d 
valeurs de — 


après et avant la percussion, 


T ri T 
Pdt= — M{(w—o) sin n, Qdt—— sin »| Tdt + Ml{w—o)cosn, 
0 0 0 


T T 
Rdt— — cos À Tdt. 
0 0 


r 
On a vu (N° 155) que Tdt est la mesure w de la percussion qu’éprouve 
0 


T T T 
la masse choquée. De même, les trois intégrales | Pdt, Qdt, Rdt 
0 0 0 
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sont les mesures des trois percussions éprouvées par l’axe. En les 
représentant par uw, u”, u””, on trouve 


u'— — Mir — w) siny.....(1) 
u”— — u sin d + MÙ (w — w) cos 4.....(2) 
u”= — u cos Ÿ.....(3) 


Les points de l’axe auxquels sont appliquées ces percussions sont 
donnés par les équations générales (5) et (6) du N° 143, appropriées 
au ças dont nous nous occupons; car si on fait disparaitre les dénomi- 
nateurs P et Q et qu’on remette pour U’et U leur valeur x (zX — xZ) 
et 2(yZ — zY) ou plutôt zX — xZ et yZ — zY quand il n’y a qu’une 
seule percussion, 1l vient en remarquant que 


X—0, Y—Tsind, Z—"Tecosd, x—a, y—b, 2z—c, 


d? cos y d* sin m 
pP — de EM, x, — UE Emz,y, + aT cos à, 





d° sin» n d? cos 4 


qu UT GE 








2mz,y, + DT cos à — cT'sin d, 
ou bien 


.  dn dy 
pPdt = — d (sin 4 a) Emx,z, — d (eo 4 a) Emy,2, + a cos OTdt, 


dy MN. 
gQdt = d (es f 7) Emx, 2, — d (sin 4 4) EMYy,Z, 


+ b cos dTdt — c sin dTdt, 


et en intégrant depuis le commencement jusqu’à la fin de la percus- 
dy 
di 
sa durée toujours très petite permet de considérer la direction de la 
force qui naît de la percussion ainsi que le point d'application de 
celle-ci, comme sensiblement invariables, c'est-à-dire, p, q, a, b, c 
et d comme constants, il vient 


sion, en remarquant qu'aux deux limites, — devient w et w et que 


’ 


pu’ = — (w — &) sin Hzmz,x, — (w — &) cos HEmz,y, + ua cos d.…..(4) 
qu” = (w —. w) cos HEmz,x, — (w — W) sin Y EM, y, 


+ uw (b cos à — c sin d).....(5) 
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Les équations (1), (2), (3), (4), (5) qui renferment la solution com- 
plète de la question, peuvent être mises sous la forme suivante, en 
observant que l’x du point où se fait la percussion, c’est-à-dire a, est 
égal à f quand on prend le plan des YZ parallèle à sa direction, 








p—o—"“sing _ Msn 
Èmr“ Emr° 
d'u sin à (1 — If cos 1): u”" = — u cos d.....(6) 
| Emr° 


(sin HEmz,x, + cos 4 Emz,y,) — cot d Zimr° 
EE MI sin 4 | 


2mr? — Mif cos 


——— 


Ces équations font connaître toutes les circonstances du mouvement 
d’un corps ou d’un système de forme invariable , traversé par un axe 
fixe des Z, recevant une percussion d’une intensité représentée par #, 
dirigée parallèlement au plan des (YZ) à une distance f de celui-ci, 
cette direction étant inclinée d’un angle d sur l'axe de rotation et 
appliquée en un point qui a pour coordonnées a — f, b et c; la per- 
cussion ayant lieu au moment où le plan des (X Z,) qui contient le 
centre de gravité, fait avec le plan des (XZ) un angle #, M étant la 
masse du corps, / la distance de son centre de gravité à l’axe et w —« 
la vitesse angulaire engendrée par la percussion, w devra être rem- 
placé par sa valeur trouvée aux N°’ 154 ou 155. 

Si la direction de la percussion est renfermée dans un plan normal 
à l’axe des Z et si l’on prend le plan des (XY), arbitraire jusqu'ici, de 
manière qu’il contienne cette force, l’angle d sera droit, c sera nul 
et ces équations se réduiront à | 








Sin HÈMZ,X, + COS HZ MZ,Y, 
MI sin # 
— (cos HEmz,x, — sin #2 mz,y) f 
TT zmr? — Mif cos y 
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157. Centre de percussion normale à l’axe. — Proposons-nous de 
déterminer la direction suivant laquelle le corps doit être choqué pour 
que l’axe n’éprouve aucune percussion, et supposons d’abord la 
direction du choc renfermée dans un plan perpendiculaire à l’axe fixe. 
Il faut que les valeurs (7) de w’ et de w” soient nulles; mais ces deux 
conditions ne suffisent pas, puisque vw’ et w” égalées à zéro, pourraient 
n'être que les résultantes de deux couples renfermés dans les plans 
des (YZ) et des (XZ), et dans ce cas l’axe des Z éprouverait une double 
percussion dans chaque plan coordonné. Pour exprimer que cette cir- 
constance ne se présente pas, il faut (N° 23) égaler à zéro les moments 
de ces forces w’ et u”, c'est-à-dire, poser 


7=0, w7—0, wup—0, u’q—=0, 


ce qui conduit aux quatre équations 


; __Mifcosu _, 


sin 4 — 0, STE 


sin #HÈMZ,L, + COS YÈM,Z,y, — 0 
cos HZ MZ,X, — sin HEMLZ,y, = 0. 


La première exprime que l'angle 4 doit être nul, c’est-à-dire, que le 
plan des (XZ) doit se confondre avec le plan des (X,Z,) qui contient le 
centre de gravité G; il suit de là que la direction mC de la percussion 
(fig. 106) qui, par hypothèse, est parallèle à l’axe des Y, doit être 
perpendiculaire au plan passant par l’axe et par le centre de gravité 
du corps. La seconde équation donne 


mr? 


FT 


Elle fixe la distance f ou AC de la direction de la percussion à l’axe 
des Z ou au plan des (YZ). Les deux autres équations se réduisent à 


2mzy,—0 et >zmz,x, —0 


qui expriment que l’axe de rotation doit être un axe d'inertie principal 
relativement au point A. Le point C déterminé comme on vient de le 
voir, se nomme centre de percussion. 

Il résulte de ce qui précède, que pour avoir le centre de percussion 
d’un corps traversé par un axe fixe, il faut : 4° déterminer le point À 
de l’axe, pour lequel celui-ci est axe d’inertie principal, et 2° sur la 


39 
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perpendiculaire élevée en ce point dans le plan déterminé par l’axe et 


par le centre de gravité, prendre une longueur AC égale à A 
l'extrémité est le centre de percussion et la direction du choc doit 
passer par ce point et être normale au plan. 

Si l’on désigne par MA? le moment d'inertie du corps par rapport à 
un axe passant par le centre de gravité et parallèle à l’axe de rotation, 
le moment d'inertie Zmr? pourra être mis sous la forme ME? + Mk? 
et la distance f du centre de percussion à l’axe deviendra 


MP +ME _, k2 
M "TT 


458. Centre de percussion oblique à l'axe fixe. Théorème général sur 
ces centres. — Le théorème précédent sur le centre de percussion sup- 
pose la direction de celle-ci perpendiculaire à l’axe de rotation; 
mais les équations générales du N° 156 conduisent à un théorème plus 
général sur la direction suivant laquelle le corps doit être frappé pour 
que l’axe fixe n’éprouve aucune percussion. Il est bien entendu que nous 
ne donnons pas ce nom à la composante w”— — u cos d qui agit 
dans le sens de l’axe fixe. En posant les quatre équations qui expri- 
ment cette condition, savoir : 


, 


u—0, w"—0, up—0, w’q—=0, 
on trouve que la seconde conduit à 


sn—0 ou #—0, 


ce qui apprend, comme plus haut, que le plan des (X/Z) (fig. 107) qui 
contient le centre de gravité, doit se confondre avec celui des XZ, ou 
que la direction rs de la percussion doit être renfermée dans un plan 
str parallèle à YZ, lequel est perpendiculaire au plan qui contient l’axe 
fixe et le centre de gravité. La troisième équation donne, comme 
précédemment, 
.. Èmr 
Fr 


ct fait connaître la plus courte distance At de la percussion à l’axe. 
La cinquième donne 


2m 
cot o — MIA 
zmr? 
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qui fixe l’inclinaison rst de la percussion sur l’axe des Z ou sur le 
plan XZ. Enfin la sixième prend la forme suivante, en tenant compte 
des trois premières , 


Emz Emzx 
zmr? Ml 


Comme b et c sont les coordonnées du point d’application de la per- 
eussion et qu’on peut la concevoir appliquée en un point quelconque 
de sa direction, il est visible que f, b et c sont les trois coordonnées 
courantes (x, y, z) de la droite qui représente cette direction ; les deux 
équations 





gp 2m ge y Emx z, 
Ml ? 2mr° MI 


dont le lieu géométrique est une ligne droite, représentent donc cette 
direction. En les mettant sous la forme 


elles coincident avec les équations trouvées au N° 450; ce qui conduit 
au théorème suivant : si un axe fixe traverse un corps, les plans 
diamétraux conjugués dans les ellipsoïdes centraux, construits 
autour des différents points de cet axe, passent tous par une même 
droite représentant la direction de la percussion qui ne produit aucun 
effet sur l’axe. 

Nous appellerons cette droite ligne des centres de percussion. 

Proposons-nous de déterminer le centre de percussion d’un bäton 
cylindrique et homogène OB (fig. 108), tournant dans un plan vertical 
autour d’un axe de rotation horizontal placé à l'extrémité O du cylin- 
dre. Comme il résulte visiblement de la forme symétrique du cylindre 
autour de OB, que l’axe de rotation est un axe d’inertie principal 
relativement au point d’intersection 0, il est visible que le centre 


de percussion C devra être situé dans la hauteur OB du cylindre, 
k° 
à une distance de l’extrémité O, représentée par + —->; l étant la 


l 
. BO a 
la distance GO = 5 du centre de gravité à l’axe de rotation. 


On trouve pour le moment d'inertie Mk? du cylindre relativement à 
une droite passant par le centre de gravité G du cylindre et parallèle 
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a? . a? . . 
à l’axe de rotation, MS; on aura donc k? = et 1l vient pour la 


distance OC, 


a «æ 2 
OC — 9 + 6 == 35 a. 
Le centre de percussion C est ici le point où il faut frapper un bâton 
cylindrique OB pour que la main qui le tient par l'extrémité O 
n’éprouve aucun choc. 

159. Mouvement d’un corps pesant autour d’un axe horizontal. — 
Reprenons les équations du N° 444 et proposons-nous de déterminer 
le mouvement que prend un corps pesant autour d’un axe fixe sup- 
posé horizontal. On sait que l’on a en général, 


U”’ étant la somme des moments de toutes les forces motrices par rap- 
port à l’axe Z de rotation; il est visible que, les forces se réduisant 
à la pesanteur, celle qui agit sur un point matériel m est mg, et si l’on 
prend le plan des (XZ) horizontal, les coordonnées du point m étant 
æ, y, %, le moment de la force mg par rapport au plan des YZ, 
sera Mgx; on a donc 

d'y _ Imgzx _gEmx 

d®  >mr°  zmr° 
ou, si le corps est continu et se compose d’un nombre infini d’élé- 
ments juxtaposés, 


7 Leu fSridm dm P+l 


en désignant par M la masse du corps, par X l’abscisse ZP (fig. 409) 
de son centre de gravité G, par M4? le moment d'inertie par rapport à 
une droite passant par le centre de gravité parallèlement à l’axe de 
_ rotation et par ! la distance GZ du centre de gravité à l’axe. Comme 
l'angle GZX est celui qui a été désigné par #, le triangle rectangle GZP 
donne 

X — l cos y; 


on a donc pour équation différentielle du mouvement du corps, 


d?y gl 
de n+R 





DYNAMIQUE, 305 


En multipliant par 2d# et intégrant, il vient 


(% ) = ainn + c 


et en déterminant la constante par la condition que la vitesse angu- 


d . 
laire 7 soit nulle, lorsque # devient a, 


dt 
dy \? 2ql ,. . 


Cette équation différentielle peut être ramenée à une forme connue, 
en remarquant qu’un point quelconque du corps devant décrire un 
arc de cercle ayant son centre dans l’axe de rotation, si l’on considère 
un point quelconque M placé dans la perpendiculaire abaissée du centre 
de gravité G sur l’axe, à une distance MZ— l’ de l’axe, et qu’on repré- 
sente par z la hauteur verticale Ag du point M au-dessus du point À à 
une époque quelconque et par h la hauteur AC dans la position initiale 
B de M, ou lorsque l’angle BZX était a, on a 

Zq l—2 ZC l—h 


sin 4 = —7 — os SN = — — ———) 


ZM l ZB l 
d’où l’on tire par la différentiation, 
— dz — dz — dz 
l’cosn y l'y — sin y Var 74 


et en substituant ces valeurs dans l’équation différentielle Au mouve- 
ment, celle-ci devient 


2 2 
EVE 
J h—72 


qui revient à 


Ag. z 
V'hz — 7! 1— 5% 


160. Oscillations d’un pendule composé. Centre d’oscillation. Pro- 
priété de ce point.— Au lieu d'intégrer cette différentielle, comparons-la 


dy — 
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à la suivante, trouvée au N° 131, pour le mouvement d’un pendule 
simple d’une longueur r, savoir : 





On voit que le mouvement du point M (fig. 109) de notre corps sera 
identiquement le même que celui de l’extrémité du pendule simple de 
la longueur r, si l’on a 

EP + k? 


l 





et r—/l'; 


Tr —= 


d’où il résulte que dans un corps pesant traversé par un axe fixe, il 
existe sur la perpendiculaire abaissée du centre de gravité sur l’axe, 





. . , + k 
un certain point M distant de l’axe de 1? dont le mouvement est 


identiquement le même que celui que prendrait un pendule simple 
2 L2 
d’une longueur égale à e » c’est-à-dire, que le point M du corps 





oscille de la même manière que si ce point existait seul et que la masse 
du corps y fût concentrée. Puisque la durée des oscillations d’un 


. , r , . 
pendule simple d’une longueur r est r /: > la durée des oscilla- 
tions du corps autour de l’axe est égale à 


2 
L+ 


T mme à 


g 


Le point M qu’on vient de déterminer, se nomme centre d’oscilla- 
tion du corps, et le corps oscillant autour de l’axe fixe prend le nom 
de pendule composé ou pendule physique. On voit que le centre 
d’oscillation d’un pendule composé est le point dans lequel on peut 
concevoir concentrée la masse du corps oscillant, sans que la durée 
des oscillations soit altérée. Le pied Z de la perpendiculaire abaissée 
du centre de gravité sur l’axe se nomme centre de suspension. 

Le centre d’oscillation jouit de cette propriété que si on fait osciller 
le pendule autour d’une droite parallèle à l’axe de suspension et pas- 
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sant par le centre d’oscillation, la durée des oscillations du nouveau 
pendule sera la même que celle du premier, ou en d’autres termes, 
le centre d’oscillation du nouveau peudule coïneidera avec le centre 
de suspension du premier; en effet si À (fig. 110) est le centre de 
suspension, G le centre de gravité et A’ le centre d’oscillation, on a 
vu qu’en désignant par l la distance AG et par Mk? le moment 


d'inertie du corps par rapport à une parallèle à l’axe, passant par le 
2 


ee Vo A anté k 
centre de gravité, la distance AA’ est représentée par { + —-; c’est-à- 


l 
dire, que le centre d’oscillation est placé au-delà du centre de gravité, 
à une distance égale à Æ? divisé par L ou par la distance du centre 
de gravité au centre de suspension; or si l’on prend le point A’ 
pour centre de suspension, le centre d’oscillation correspondant sera 


aussi placé au-delà du centre de gravité, à une distance exprimée 
ke 
par X? divisé par GA’ ou T> cette distance est donc égale à /, 


c’est-à-dire qu’on retombe sur le point A. Cette propriété s’énonce 
en disant que, les centres de suspension et d’oscillation sont réci- 
proques. Il est à remarquer que la distance du centre d’oscillation 
à l’axe de suspension est la même que la distance du centre de 
percussion à l’axe fixe; mais cette analogie est purement accidentelle 
et la réciprocité n’existe pas, en général, pour une percussion. 
Puisque la durée d’une oscillation d’un pendule est donnée par 


Lcd 





B+k?., …. ns , 

1° il est visible que les oscillations d’un même pen- 
9 

dule ont la même durée pour tous les axes de suspension parallèles 

entre eux et également distants du centre de gravité. Si on cherche 


parmi ces distances, celle qui rend minimum la durée des oscillations, 
2 


2+k 
ce qui revient à déterminer la valeur de ! qui rend ! -, le plus 





2h 
petit possible, on trouve { — k et la durée minimum est r V4 e Il 


suit de là que parmi tous les axes traversant un corps, celui pour lequel 
la durée des oscillations est la moindre possible est parallèle à l’axe 
du plus petit moment d'inertie du centre de gravité et distant de ce 


os D à > a pe M k? A 
point d’une quantité égale à k, c’est-à-dire 7 “” 
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A étant ce plus petit moment d'inertie et M la masse dn corps. Comme 
les moments d'inertie principaux sont des maxima ou minima pour 
les droites qui passent par un même point, il est visible que A 
n’est autre chose que le plus petit des trois moments d'inertie 
principaux du centre de gravité. 

461. Moments d'inertie déterminés expérimentalement. Applica- 
tion au pendule balistique. — On peut déduire expérimentalement 
la valeur du moment d’inertie d’un corps par rapport à un axe, de la 
durée des oscillations que fait ce corps autour de cet axe; car si T est 


cette durée, on aura 
U + k? 
T — "\/ 9 
lg 





d’où l’on tire 


et en représentant par M la masse du corps et par P son poids, 


2 
ME + me = Tip, 
T 


dans laquelle le premier membre est le moment d'inertie cherché et L 
la distance du centre de gravité à l’axe de suspension, distance qu'il 
est facile de déterminer par expérience. 

Ce procédé est en défaut lorsque l’axe de suspension contient le 
centre de gravité, parce que si l'est nul, r est infini et les oscillations 
n’auront pas lieu. Il faut, dans ce cas, observer le moment d'inertie 
pour un axe parallèle au premier et distant d’une quantité connue / 
et calculer ensuite le moment d'inertie cherché par la formule 


a] 2 
M = PME (5 —)Pe 
T Lu 9 


Appliquons les principes qu’on vient d’exposer à la théorie du pen- 
dule balistique. On donne le nom de pendule balistique ou pendule 
de Robyns à un appareil composé d’une masse considérable en bois 
ABCD (fig. 141), ayant la forme d’un parallélipipède, cerclé en fer 
en EF et HK, et lié par des barres de fer EO et KO à un axe hori- 
zontal projeté en O et autour duquel ce corps peut osciller comme 


un pendule. Cet appareil, en usage dans l'artillerie, sert à mesurer la 














DYNAMIQUE. 309 


vitesse de projection d’un boulet au moyen de l'étendue des oscilla- 
tions qu’il fait faire au pendule, lorsqu'il est lancé dans le bloc de 
bois suivant une direction LM parallèle à la longueur BD du massif. 
Soit m la masse du boulet, v sa vitesse de projection, w la vitesse 
angulaire que prend le pendule immédiatement après la percussion, 
Mk? le moment d'inertie du pendule, y compris le boulet m, relative- 
ment à un axe parallèle à l’axe de suspension O, passant par le 
centre de gravité G, / la distance GO du centre de gravité à l’axe, f la 
distance ON de la direction du choc à l’axe. Comme le boulet, animé 
de la quantité de mouvement mv, reste attaché au pendule, mv est 
la mesure de la percussion (N° 454) et l’on a, d’après ce qu’on a vu 
au N° 153, 

___. mvf 

CME+R) 


Comme cette vitesse angulaire n’est autre chose que la vitesse d’un 


point du corps placé à l’unité de distance de l’axe, il est clair que la 
. k* 
vitesse d’un point placé à la distance { + —> et par conséquent, du 


10 


l 
centre d’oscillation , est 
k: mof 
st (e +7) 


On sait que ce point oscille de la même manière qu’un pendule mathé- 
, k3 
matique d’une longueur égale à { +; on connaîtra donc toutes les 


l 

circonstances du mouvement du pendule balistique, en déterminant les 
eee k° 

oscillations que prend un pendule simple d’une longueur OH—{ + —; 


l 


dont le point matériel H aurait recu, étant immobile, une vitesse 


ee y. MU . , . 
initiale 7 + Or on a vu dans la théorie du mouvement d’un point 


MI 


matériel pesant sur une courbe, que cette vitesse initiale v’ du point H 
(fig. 112) le fait monter le long du cercle HH’ à une hauteur HL 


égale à ” ou (Cr , et si on représente par « l’angle HO 
29 2g\ M! 
dont le pendule s’écarte de la verticale, on aura 
L2 
HL — HO — OL — HO — ON cos « = ( +7) (4 — cos a) 


40 
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EC) 


v = 2ql (l? + k?) (1 — cos a). 

. Cette équation fait connaître la vitesse v du boulet ; car dans le second 
membre, tous les facteurs peuvent être déterminés d’avance ou obser- 
vés ; en effet 4° les masses M et m s’obtiennent en divisant par g le 
poids du pendule balistique, y compris le boulet et le poids du boulet 
seul ; 2° la valeur de f ou ON peut s’observer sur le pendule au moyen 
du trou qu'y a fait le boulet; 3° la valeur de / ou la distance OG du 
centre de gravité à l’axe, s’observe directement ou peut être déter- 
. miné par expérience ; 4° la valeur de k? ou plutôt celle de M (l? + k?) 
qui est le moment d'inertie du pendule, y compris le boulet, peut 
être déterminé comme on vient de le voir; et enfin 5°, l'angle « ou 
l'angle dont le pendule est écarté de la position d'équilibre, peut 
s’observer directement de plusieurs manières. 

Si le pendule a une forme symétrique, l’axe des Z est axe principal 
d'inertie par rapport au centre de suspension, les intégrales 2mx,z, 
et 2my,z, sont donc nulles et les formules (6) au N° 156 apprennent 
que l’axe de suspension n’éprouve qu’une seule percussion qui est 
horizontale et égale à 


et par suite 


d’ou 


mv 





—— + L.. 
appliquée en un point distant du centre de suspension de 


__. c( + ki) 
+R if 


valeur dans laquelle c est la distance de la direction LM de la per- 
eussion à la verticale passant par le centre de gravité. 

162. Application au mouvement du treuil. — Nous terminerons ce 
chapitre, en déterminant le mouvement que prend un treuil portant 
deux poids suspendus aux extrémités de deux cordons inextensibles en- 
roulés sur la roue et sur l’arbre, en tenant compte de l’inertie de la ma- 
tière qui compose le treuil. On a vu que la loi du mouvement de rotation 
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d’un corps pesant autour d’un axe horizontal, est donnée par 
l'équation 

d'y U” 

dt >mr 


dans laquelle le numérateur est la somme des moments de toutes les 
forces motrices par rapport à l’axe, et le dénominateur la somme 
des moments d’inertie de toutes les masses en mouvement; or, si on 
suppose le treuil symétrique autour de l’axe, la somme des moments 
des poids de toutes ses parties sera nulle et il restera pour U” les 
moments de P et de Q, c’est-à-dire, Pp— Qq, p et q étant les 
rayons OA et OB (fig. 113); quant à zmr°, cette somme se compose 
du moment d'inertie du treuil, que nous désignerons par M£?, et des 


moments d'inertie de P et de Q qui sont : p' et : g°, parce que l’on 


peut, sans rien changer, concevoir ces poids comme concentrés aux 
points À et B; l’équation devient donc 


d'u ____Pp—Qg 
dé Mk? + - p° +2 9 
d’où ? 
 — Pp — Qg Pp — Qq e 


M gMe+pp +0 Mes Pn+ 07 2 
g P q g P q 


On détermine les pressions que supportent à chaque instant les deux 
tourillons, en calculant par les formules du N° 144 les pressions que 
supporte l’axe fixe, ainsi que leurs points d’application, et en décom- 
posant ensuite chacune de ces deux pressions en deux autres appli- 
quées aux tourillons. 

Si on tenait compte du poids et de l’inertie des deux cordons, il 
faudrait aux poids P et Q du numérateur, joindre les poids variables 
de ces deux cordons, lesquels sont représentés par gm (l + py) et 
gn (l’— qy), m et n étant les masses des unités de longueur des deux 
cordons et !, l’leurs longueurs initiales. Quant au moment d'inertie, 
comme les poids des deux cordons peuvent être considérés comme 
concentrés en totalité en À et B, il est visible qu’en représentant 
par L et L’ leur longueur totale, y compris la partie enroulée sur 
l'arbre et la roue, le moment d'inertie sera mLp? + nL'q*, qu’il 
faudra ajouter au dénominateur. 
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Mouvement d’un corps solide autour d’un point fixe. Axe instantané de rotation. 
— Vitesse angulaire. Décomposition d’une vitesse angulaire. — Equations géné- 
rales du mouvement d’un corps solide autour d’un point fixe. — Mouvement 
d’un corps qui se meut autour d’un’ point fixe sans forces motrices. — Oscilla- 
tions autour de l’un des axes d'inertie principaux. — Conditions pour que l'axe 
instantané ne change pas de place dans un corps qui se meut sans forces 
motrices. — Stabilité des mouvements de rotation autour des axes principaux. 
— Mouvement d’un corps autour d’un point fixe, provenant d’une percussion. 
— Théorème sur l’axe instantané de rotation. — Oscillations coniques d’un 
corps pesant. — Coordonnées polaires. Formules d’Euler. — Cas où le corps se 
meut sans forces motrices. — Applications diverses. — Mouvement d'un corps 
solide libre. — Mouvement d'un corps libre par suite d'une percussion. — 
Mesure d’une percussion contre un corps libre. — Mesure d’une percussion 
contre un corps qui a un point fixe. — Axe spontané de rotation. — Axe spon- 
tané à la suite d’une percussion. — Théorèmes sur la force vive d’un corps 
solide en mouvement. 


165. Mouvement d'un corps solide autour d’un point fixe. Axeinstan- 
tané de rotation. — Un corps solide ou un système matériel de forme 
invariable dans lequel un point est rendu fixe, étant mis en mouve- 
ment d’une manière quelconque, prend à chaque instant une vitesse 
de rotation autour d’une certaine droite, passant par le point fixe et 
changeant à chaque instant de position dans le corps et dans l’espace. 
Cette proposition qui, du reste, est presqu’évidente par elle-même, 
se démontre complètement par les considérations suivantes : un corps 
de forme invariable et entièrement libre, est donné de position lors- 
qu’on fixe le lien de trois de ses points non situés en ligne droite. 
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Il suit de là que si le corps a un point fixe, à un certain mode de 
déplacement de deux de ses points, ne peut correspondre qu’un seul 
mode de déplacement du corps entier, et réciproquement. Cela posé, 
supposons que par suite d’un déplacement quelconque, deux points 
m et m’ se meuvent simultanément suivant des droites ms et m's’. 
Élevons sur ces droites en m et m”’ deux plans normaux, ceux-ci 
viendront passer par le point fixe, car les différents points du corps 
ne pouvant sortir des surfaces sphériques qui ont pour rayon les droites 
menées du point: fixe à chacun d’eux, il est visible que les droites ms 
et m's’ sont des tangentes à ces snrfaces et par conséquent des perpen- 
diculaires aux rayons, lesquels sont donc renfermés dans les plans 
normaux dont l'intersection ne peut être qu’une droite aa’ passant 
par le point fixe. Or si l’on imprime au corps un petit mouvement de 
rotation autour de aa’, les différents points de chacun de ces deux 
plans décriront de petits arcs perpendiculaires à ces plans; d’où il 
suit que ce mode de déplacement du corps imprime aux deux points 
m et m’ leurs déplacements effectifs suivant ms et m's’ et que par 
conséquent ce mouvement de rotation autour de la droite est celui 
qui a effectivement eu lieu. Cette droite a été nommée axe instantané 
de rotation. 

164. Vitesse angulaire. Décomposition d’une vitesse angulaire. — 
La vitesse de rotation du corps autour de l’axe instantané est donnée 
par la vitesse angulaire; nous avons déjà donné ce nom à la vitesse 
qui anime un point du corps placé à l’unité de distance de l’axe de 
rotation. Il est visible que, pour un même corps, les vitesses effectives 
des différents points sont proportionnelles aux distances de ces points 
à l’axe instantané; d’où il suit que pour une vitesse angulaire w, la 
vitesse effective d’un point distant de f de l’axe, est fw. 

Le mouvement de rotation d’un corps retenu par un point fixe À 
(fig. 114) autour d’un axe instantané AB, peut être remplacé par des 
mouvements de rotation simultanés autour d’autant de droites que 
l’on voudra, passant par le point A et fixes dans le corps, c’est-à-dire, 
qu’une vitesse angulaire autour d’un axe AB peut être décomposée en 
plusieurs autres vitesses angulaires autour d’axes donnés dans le corps, 
et on reconnaît une analogie parfaite entre les lois de cette décompo- 
sition et celles de la décomposition des forces ou des vitesses; ainsi, 
si l’on mène par le point A trois axes rectangulaires des X, Y, Z fixes 
dans le corps et mobiles avec lui, et qu’on désigne par («, 6, y) les 
angles que forme AB avec eux, une vitesse angulaire w autour de 
cette dernière pourra être remplacée par trois vitesses angulaires 
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simultanées autour de X, Y et Z, égales respectivement à w cos «, 
wcosB, wcosy; en effet, si m est un point du corps distant de AB 
d’une quantité f et ayant pour coordonnées (x, y, z), une vitesse angu- 
laire w autour de AB communiquera au point m une vitesse effec- 
tive fw évidemment perpendiculaire au plan passant par AB et m; 
les trois composantes de cette vitesse dans le sens des axes sont donc 
fw cos a, fw cos b, fw cos c, en représentant par (a, b, c) les angles 
formés par le plan ABm avec les trois plans coordonnés ; or l’équation 
de ce plan est de la forme 


(z cosB — y cos y) à’ + (x cos y —z cos a) y’ + (y cosx — x cos B)z — 0, 
(x', y’, z') étant ses coordonnées courantes ; et l’on trouve pour la 
distance f et pour les angles (a, b, c) les valeurs suivantes : 
[= v/{ cos B — y cos y)? + (x cos y — z cos a)? + (y cosa — x cos B)° 
z COS B — y cos X COS y — Z COS 
z cos f — y cos? s Cos b — TONI IP , 

Î f 
Y COSa —LCoSb 

f 2 
les trois composantes de la vitesse du point m, suivant X, Y, Z, résul- 
tant d’une rotation autour de l’axe AB, sont donc 


COS ü — 


COS C — 


w(zeosf—ycosy), w(rcosy—zcosx), w(ycosa—xcosB)..…..(1) 


Imprimons maintenant au même corps trois vitesses angulaires simul- 
tanées p, q, r autour de X, Y, Z; pour avoir les vitesses que chaque 
rotation communiquera à m parallèlement à X, Y, Z, il suffit de faire 
successivement dans ces expressions, 


KT 
a— 0, B— =» 19? wW =? , 
FT K 
F9? B—=0, 179? w—=4; 
FT 
F9? 9 Y—=VU, W—=T, 


ce qui fait coïncider successivement AB avec X, Y et Z; on est ainsi 
conduit aux expressions suivantes des trois composantes : 
gz;, O0, —gx......(2) 
— Ty, rx, 0. 
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En réunissant les composantes suivant un même axe, provenant des 
trois rotations, on a pour les vitesses totales du point m parallèles à 
X, Y,Z et dues aux trois rotations, | 


QT—Ty, TT —pPz, py —qzx. 

Si l’on compare ces valeurs à celles (4) que nous avons trouvées 
plus haut pour les vitesses dues à une vitesse angulaire unique w au- 
tour de AB, on trouve que les vitesses du point arbitraire m ou (x, y, z) 
sont identiquement les mêmes, soit que l’on donne au corps une 
vitesse angulaire uuique w autour de AB, sôit qu’on lui donne trois 
vitesses angulaires p, q, r autour de X, Y, Z, pourvu que l’on ait 


P—=wcosa, q—weosf, r—w cos 7y......(5) 


ce qui vérifie la proposition énoncée plus haut. 

Ces vitesses angulaires p, q, r sont dites les composantes de w. Con- 
naissant p, q,.r, on en déduit la valeur de la vitesse angulaire résul- 
tante w, puisque l’on a 


p+g+ri= uw! (cos? «x + cos? B + cos? y) — w!?. 
On connaîtra aussi les angles (x67y) que forme l’axe instantané avec 
les axes coordonnés, car on a, à cause de (3), 


P P g 


cos œ = E — À, co88—T, cosy TL. 
w V/p° +p+r w w 

Les vitesses angulaires p, q, r autour des trois axes sont positives 
ou négatives suivant le sens du mouvement de rotation. On convient, 
comme on Pa fait en statique pour les couples, de les prendre positive- 
ment lorsqu'un œil placé dans l’un des trois axes, du côté positif, 
verra tourner le corps de gauche à droite, c’est-à-dire, dans le 
sens XY, YZ, ZX. Pour ce qui est des angles «, B, y, ils se mesurent 
entre X, Ÿ, Z prolongés du côté positif et l’axe de rotation prolongé 
du côté d’où l’on voit tourner le corps de gauche à droite. La vitesse 
angulaire w doit être prise sans signe. 

I1 résulte de ce qui précède, qui si l’on communique à un corps 
ayant un point fixe, trois vitesses angulaires simultanées p, q, r autour 
de trois axes rectangulaires attachés au corps, ou une vitesse angu- 
laire w autour d’une droite faisant avec les axes des angles «, 6, y, 
un point ayant pour coordonnées x, y, z, prendra une vitesse dont les 
composantes parallèles aux axes seront : 


g— Ty; 1 —Pz, PJ 
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dans le premier cas et 
w (z cos 8 — y cos y), w (x cos y — 2 cos a), w (y cos « — x cos É) 


dans le second. 

Quand les axes rectangulaires sont fixes dans l’espace et que par 
conséquent le corps est mobile relativement à eux, ces binômes ne 
sont plus les composantes de la vitesse du point (x, y, z), composantes 

r + être al ésenté dx dy dz 
que l'on salt être alors représentées par PTT 7 

Si on fait passer par le point fixe deux systèmes d’axes rectangu- 
laires, l’un X, Y, Z, fixe dans le corps et mobile avec lui et l’autre 
X”, Y’, Z’ fixe dans l’espace, il est facile de déterminer les circonstan- 
ces du mouvement d’un point quelconque du corps relativement 
à ces derniers axes, connaissant les vitesses de rotation du corps 
autour des premiers et les inclinaisons relatives des deux systèmes 
d’axes ; en effet, en représentant par (a, b, c), (a, b’, c’), (a”, b”, c”) 
les cosinus des angles formés par chacun des axes X', Y’, Z’ avec 
X, Ÿ,Z et par (x, y, z) et (x’, y’, z') les coordonnées d’un même point 
dans les deux systèmes, on sait que les vitesses dans le sens des axes 


’ ? , 


fixes sont données par —» -: —— et que les vitesses dans le sens 
PE °° &° 1 


des axes mobiles X, Y, Z sont représentées par gz — ry, rx — 9x, 
py — gx; en décomposant donc chacune de ces dernières en trois 
autres dirigées suivant X’, Y’, Z’ et réunissant les trois groupes de 
composantes, on trouve pour les vitesses suivant ces nouveaux axes, 


, | dx' dy dr 
c'est-à-dire, pour les valeurs de °° d&’ 
dx 
 —=4(4z—ry) + b (rx — pz) + C(py — qx); 
dj; | 
= a'(gz— ry) + b'(rx — pz) + c'(py — gx)..…...(4) 


dz” 
un" (gz— ry) + "(rx — pe) + c’(py — gx). 
Outre les relations suivantes entre les cosines a, b, c, a’, b’, c’, etc. 
a+at+a"—=1, +b+c—14, aa + bb +cc—0, ab+ ab + a”b"—0, 
D+bt+ BA, a +b+c3—A, aa" + bb'+ ce" —0, ac + ac + a”c"—0..() 


C++ 1A, a+ b+ A, a'a"+ b'b"+ c'"—0, bc + b'e+-b"c"—=0, | 
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qui résultent de ce que les deux systèmes d’axes sont rectangulaires, 
et qui, comme on l’a vu en géométrie analytique, se réduisent à six 
équations distinctes, il en existe encore d’autres entre les mêmes quan- 
tités et les vitesses angulaires p, q, r, résultant de ce que l’un des 
systèmes est attaché au corps et l’autre immobile dans l’espace; on 
sait, en effet, qu'il existe entre les coordonnées x, y, z et x’, y’, 
d’un même point dans les deux systèmes, les relations 


x = ax + by + cz, 


Comme le corps se meut autour de l’origine, les quantités x’, y’, 2, 
a, b,c, a’, b’.... changent avec le temps, tandis que x, y, z qui se 
rapportent à des axes fixes dans le corps, restent invariables; on a 
donc, en dérivant par rapport à f, les équations suivantes 


dx’ …L da , db _ dc 
Œ ‘&æ at a 


dy’ da’ db’ dc’ 
= L—+y-—+2 


dt dt dt dt 
di da db" de 


H 


= XL + 1? + Z 
dt d dt dt” 
dx' dy  dz, 
et par conséquent, en égalant ces valeurs de ° à’ à à celles 


trouvées plus haut, après avoir ordonné celles-ci suivant les facteurs 
XL, Y: 2; 


da db D = 2 (br — cg) + y (ep — ar) + z {ag — bp), 


TT 
da’ db" dc’ 
—— rs ———— 4 ps M d —— ! ! — À’ 
ro tt a (br — c'q) + y (c'p —a'r) + z (aq — b'p), 
da” db” de” 
— My _ pt! Mn __n" "y — bp). 
nt Va tea er cg) + y (op — ar) + 2(a"q —6"p) 


Comme ces relations existent quel que soit le point (x, y, z) et par 
4À 
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conséquent, indépendamment de toute valeur attribuée à ces coordon- 
nées, leurs coefficients doivent être égaux dans les deux membres, 
ce qui conduit à ces nouvelles relations | 








da b db de b 
ed D = P—On T0 — bp, 
da ,, ,.. db", ,.. de, , 
TH br cg Hi =CP--a" n 490? se (4) 
da” _ pr rt db” Z , de” " br 
d T—C VE ü p—-a T, dt = q — P: 
. dx’ dy dz 
En dérivant les valeurs (1) de Tux 'd& et faisant usage des 
relations précédentes , on trouve aussi 
d'x’ dr dq 
TE = b—— cut q (bp — aq) + r (ep — ar) | 
d dr 
+ Jeter r (cq — br) + p (04 — bp) | 
dq __,dP | ! 
+ 2 ad + p(a — Cp) + q (bi — 4). 
dy d?z’ ‘ 
Te — elc., Pr —= elc. 


Il est à observer qu'il résulte de la symétrie des équations dont 


nous avons fait usage , que les valeurs de ces deux dernières dérivées 
Q ’ 


d?x 
doivent pouvoir se déduire de celle de du *u moyen d’une permuta- 


tion tournante, c’est-à-dire, en faisant avancer successivement d’un 
rang chaque lettre, dans l’ordre pqr pqr pq... ele., xyz xyz x... etc., 
ab'c''ab'c’ab'..….. etc., bc'a”bc'a”b...… ca'b''ca’b"'c...… etc. 

Ces trois dernières équations donnent les valeurs des forces d’inertie 
au point (x, y’, z’) dans le sens des axes fixes X”, Y’, Z'et pour l’unité 
de masse. Pour avoir les forces d’inertie au même point dans le sens 
d biles X, Y, Z, il suffira de dé de, dy, 

es axes mobiles X, Ÿ, Z, il suffira de décomposer °° 
en trois autres, dirigées suivant les axes X, Y, Z et de réunir celles-ci 
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trois à trois. On trouve ainsi, en représentant par D, E, F ces trois 
nouvelles forces, 





d?x’ , y n dz 
Dsatrta site de” 

d'x , y ,, 7 
Edo + dt dur 6) 
2../ u 2’ 

Fret, ce Ty 7, 


et, en remplaçant ces dérivées par leur valeur, 


d dr 
Dr VI + zpr — x (rt + q?), 


dr dp 
E — x ht + xp — y + r°),....(6) 
F—yP dq 


a ta tp Ep e(g + pl. 


165. Équations générales du mouvement d’un corps solide autour 
d’un point fixe. — Ces formules étant établies, désignons par X, Y, Z 
les composantes de la force accélératrice qui agit sur l’élément dm placé 
en (x, y, z), et par n, n’, n” les pressions qu’éprouve le point fixe 
dans le sens des axes. Comme il y a équilibre entre les forces 
motrices, les forces de réaction du point fixe — fn, — 1”, — 1” et 
les forces d'inertie Ddm, Edm, Fdm, on a les six équations d’équilibre 


zXdm —>:Ddm—n—0, zYdm—x>Edm—n'—0, 
2Zdm—>Fdm — 1" —0, 
2 (yF — zE) dim — 2(yZ — :Y)dm—0, 
2(2D — x&F) dm — x (zX — xZ) dm — 0... (7) 
2 (cE —yD) dm — x: (xY — yX) dm — 0. 
Si on remplace D, E, F par leur valeur (6) du numéro précédent, en 
remarquant que p;, q, Te... restent pour un même instant les mêmes 


pour tous les points du corps et sont par conséquent des facteurs com- 
muns sous les signes sommatoires, la quatrième équation devient 
dq dr 


dP à aq 
ae © (9 +2) dm — "7; saydm—"} 


+ rq2(y—2) dm+(rt— qg°)zyzdm—2(yZ — 2Y) dm. 


2xzdm + prixydm 
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On aura de même 


. S (2? -i- xt) dm — etc. — x (zX — xZ) dm, 


= 2 (x? + y?) dm — etc. — 3: (xY — yX)dm, 


ces deux dernières équations se déduisant de la précédente au moyen 
d’une permutation tournante. 

Jusqu'ici le choix des axes X, Y, Z est resté entièrement arbitraire; 
on peut donc les faire coïncider avec les trois axes d'inertie principaux 
du corps pour le point fixe. Alors zx:dm, zyzdm, 2xydm sont nuls 
et en désignant par A, B, C les trois moments d'inertie principaux, 
c'est-à-dire, 2 (y? + 2?) dm, 2 (2° + x?) dm, x (x° + y?) dm, les trois 
équations deviennent 


À _ (B—-C)rq = 2 (yZ — zY) dm, 


Ces trois équations différentielles, jointes aux neuf équations (4), 
donnent la solution complèle du problème; car les valeurs de p, q,r 
en fonction du temps, tirées de ces trois équations, font connaître à 
chaque instant (N° 164) «&, B, y, c’est-à-dire, la position de l’axe 
instantané relativement aux trois axes d'inertie principaux du corps, 
et les valeurs de a, b, c, a’, b', c', a”, b”, c”, tirées de (4), donnent à 
chaque instant la position de ces axes principaux relativement à trois 
axes fixes ct donnés de position. Quant aux pressions I, 11’, 1!” que 
supporte le point fixe, on les déduit des trois premières équations (7). 
En y remplaçant D, E, F par leur valeur, on trouve 


11— 2 Xdm— dq 22dm + dr 


dt 2 Ydm—pqrydm —pr sadm+(r°+.q°) zxdm, 


n'—etc., n”’— etc. 


ou bien, en désignant par x,, y,, z, les coordonnées du centre de 
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gravité relativement aux axes d'inertie principaux et en remarquant 
que 2zdm, 2xædm, 2ydm sont égaux à Mz, Mx,, My, 


EL dq dr x , 
EX dm —M[ TE — 7 y, + pqy, + pre, — (ri + q EE 
n'—etc., n’—etc. 


| d 
dans lesquelles on remplacera p, q, r, .. ; . - par leur valeur 


trouvée comme on vient de le dire. 

166. Mouvement d’un corps qui se meut autour d’un point fixe, 
sans forces motrices. — Examinons d’abord le cas où le corps se meut 
sans forces motrices, et celui où le corps étant pesant, le centre de 
gravité se confond avec le point fixe. Dans l’une et l’autre hypothèse, 


les seconds membres des trois équations du mouvement sont nuls et 
il vient 





MB Pu  €© PM 


Aucune de ces équations n’est intégrable immédiatement; mais si 
on les multiplie respectivement par 2Ap, 2Bq, 2Cr, puis par 2A‘p, 
2B°q, 2Cr et qu’on les ajoute membre à membre, ou trouve : 

2Apdp + 2Bqdq + 2Crdr — 0, 
2A?pdp + 2B°qdq + 2C?rdr — 0, 
qui conduisent aux deux intégrales 
Ap° + Bqg° + Cri = D° 
P 1 (10) 
A?p° + B?q° + C?r° — D”? 


D° et D’? étant deux constantes arbitraires visiblement positives. La 
troisième intégrale des trois équations différentielles (9) s'obtient en 
remplaçant q et r par leur valeur tirée de (10), dans la première des 
trois équations différentielles (9), ce qui conduit à 


dt + À p/ BC dp 


= —_——_— 11) 
D? — CD? — A (A — C) p° y/BD? — D? + À (A —B)p° 


Une quadrature donnera la valeur de p en fonction de t et en substi- 








tuant dans (10), on connaîtra q, r et par suile les cosinus P ——— ; 
p° + q° -+- 7? 
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TT 
Vr+q+r Vr+q+r 
l'axe instantané avec les trois axes principaux, ainsi que la vitesse de 


rotation p/p° + q° + r°. On substituera ensuite les valeurs de p, q,r 
en fonction de t dans les équations (4) du N° 164 qui formeront un 


système de neuf équations différentielles linéaires simultanées entre 
les variables a, b, c, a’, b', c’, a”, b”, cet t, et qui serviront à fixer 
à chaque instant la position des axes d’inertie principaux relativement 
aux axes fixes. Trois de ces intégrales s’obtiennent immédiatement ; 
car si on multiplie les trois équations (9) respectivement par Aa, Bb, Cc, 
puis par Aa’, Bb’, Cc’ et Aa”, Bb”, Cc” et qu’on les ajoute ensuite en 
tenant compte des équations (4), on trouve en intégrant : 


des angles que fait à chaque instant 


Aap + Bbq + Ccr — |, 
Aa'p + Bb'q + Cer= l’.....(12) 
Aa"p + Bb"q + Cc'r—=l", 


dont l’une est comprise dans les deux autres, comme on peut s’en 
assurer en les élevant au carré et additionnant, en tenant compte de 
la seconde des équations (10) et des équations (2), et on reconnait 
qu’il doit exister entre les constantes arbitraires l, l’, l”, la relation 


B+ Us + Us — pre, 


Deux de ces constantes {, l’, l” sont donc arbitraires et la troisième est 
donnée par cette dernière équation. -Quant aux autres équations diffé- 
rentielles (4), on verra plus loin (N° 175) qu’on peut par une trans- 
forination de coordonnées, séparer les variables et les changer en 
différentielles elliptiques. | 

En multipliant les équations (12) respectivement par a, a’, a” et 
additionnant ensuite en tenant compte des relations (2) et répétant les 
mêmes calculs après avoir multiplié par b, b’, b”, puis par c, c’, €”, 
elles seront remplacées par les suivantes : 


Ap = la + l'a + l'a”, 

Bq = lb + lb" + lb”, 

Cr — le + l'e + le”, 
auxquelles on peut donner la forme 


Ap=Da”, Bq—D'b", Cr— D'c”,.....(13) 
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en plaçant les axes fixes X’Y'Z’ de manière que les constantes arbi- 
traires / et l’ soient nulles. Comme on a, en désignant par p', q’, r’ les 
valeurs initiales de p, q, r, 


on voit que la position de l’axe fixe Z’, par rapport aux axes principaux 
dans leur état initial, est déterminée; pour ce qui est des axes fixes 
X', Y’, ils restent entièrement arbitraires. 

Les équations (12) expriment une propriété importante du mou- 
vement d’un corps autour d’un point fixe, sans forces motrices. 
Puisque p est la vitesse de rotation autour de l’axe principal A ou X, 
ap est la composante de cette vitesse (N° 164) autour de l’axe des X, 
c’est-à-dire,la vitesse d’un point placé à l’unité de distance de ‘ axeX, 
apd la vitesse d’un point placé à la distance d, mapd sa quantité de 
mouvement et md?ap le moment de la quantité de mouvement de la 
masse élémentaire m et enfin apëmd? ou Aap le moment de la quantité 
de mouvement du corps entier par rapport à l’axe X’, résultant d’une 
vitesse de rotation p autour de l’axe des X. On reconnait de même 
que Bbq et Cer sont les moments des quantités de mouvement du corps 
par rapport à X’ résultant des vitesses q et r autour de Ÿ et 7; 
d'où il suit que Aap + Bbq + Ccr est la somme totale des moments 
des quantités de mouvement du corps par rapport à l’axe des X’ qui est 
arbitraire, et la première équation (12) exprime que cette somme est 
invariable. Les deux autres expriment une propriété analogue pour les 
deux autres axes fixes. En faisant évanouir deux des trois constan- 
tes /, l’, !”, on ne fait donc que choisir les axes fixes X’, Y’, Z’ de ma- 
nière que deux de ces sommes soient nulles, ce qui a lieu évidemment 
si l’on prend pour axe des Z’ l’axe instantané dans la position initiale, 
puisque les vitesses autour de X’ et Y’ sont nulles à cet instant. 

Quant aux équations (10), on reconnaît sans peine que la première 
exprime que la quantité de force vive du corps est invariable, car 
w étant la vitesse de rotation autour de l’axe instantané et V le moment 
d'inertie par rapport à cet axe, on a (N° 148) 

2 2 
V= À cos?a + B cos?B + C cos’ = es 
w 
ct par conséquent 


Va? — D? 
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dans laquelle Vw’ est cette quantité de force vive. La seconde dit que 
la somme des carrés des moments des quantités de mouvement par 
rapport aux troix axes principaux est invariable. 

L'intégration de l’équation différentielle (11) dépend en général de 
la théorie des intégrales elliptiques ; mais elle peut se faire complète- 
ment avec les fonctions élémentaires dans certains cas particuliers; 
par exemple, si deux des trois moments d'inertie principaux sont 
égaux, ou bien si, à une certaine époque, l’axe instantané se confond 
avec l’un des axes principaux. Dans le premier cas, la chose est évi- 
dente; dans le sccond, remarquons que B étant l’axe dont il s’agit, 
dans l'instant de la coïncidence les angles formés par l’axe instantané 


avec les deux autres axes seront droits, les cosinus PE 
«. à , 0 , ° 
et ——— seront nuls et par conséquent p et r, ce qui réduit 


/p° + +r 
les deux équations (10) à Bg? — D?, B°g° — D'?. En éliminant q, on 
trouve l’équation de condition 


BD? —D?— 0 


qui rend la différentielle facile à intégrer. 
Dans la première hypothèse, si À est égal à B, on trouve 


AD D® JD? CD: — À (A — C)p° 
qui a pour intégrale 


Lane 


EL D'?— CD? . x (D?A — D'?) (A — C) 
p = AA 0 sin (f — 7) AC ? 


r étant une constante arbitraire. Les deux équations (10) donnent aussi 
pour À égal à B, 


e J'AD—D* ,  _ D*— CD 
TV calo PT TA 0 
et par suite, 


D* (A + C) — D" 
AC 


…. D"? — CD° 1.) (D?A — D?) (A — C) 
q = Aa = o°% | T EC , 


= + +r = 





3 
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—_P __, pe 
Vp+g+r Vp'+q+ri 
etc., c’est-à-dire, les cosinus des angles que fait à chaque instant l’axe 
instantané avec les axes principaux du corps. Il est visible que l’axe 
décrira un cône droit à base circulaire autour de l’axe inégal C, 


d’où l’on déduit sans peine les valeurs de 





D 


. r 
puisque — ou cos 7 est constant. 
w 


En remplaçant p, q, r par leur valeur en { dans les expressions de 
I, H’, 1” trouvées au N° 165, on connaîtra à chaque instant la pres- 
sion que supporte le point fixe dans le sens des axes principaux 
d'inertie. Les équations (4) feront connaître les cosinus a, b, c.…. 

167. Oscillations autour de l’un des axes d'inertie principaux. — 
L'intégration des équations différentielles (9) est encore possible, du 
moins approximativement, lorsque l’axe instantané de rotation ne 
s’écarte que très peu de l’un des trois axes d'inertie principaux, de 
l'axe C, par exemple; en effet, les cosinus des angles formés par 
l’axe instantané avec les deux autres axes principaux différeront très 


peu d’un angle droit, leurs cosinus —_}? —T 
Vri+d+n Vpt+qg+r 

4 Q T 0 (4 , .? 
resteront très petits et —— différera peu de l'unité; p°, q° 


y p° + q° + ri 
et le produit pq seront donc négligeables et la troisième des équa- 
tions (9) du N° 166 deviendra sensiblement 


dr 


— —0, d’où r—const. 


ce qui résulte d’ailleurs de chacune des équations (10), dans lesquelles p° 
et q* sont négligeables. Puisque r est constant, les deux premières équa- 
tions (9) donnent, w et T étant deux constantes arbitraires qui dépendent 
des circonstances initiales du mouvement, 


(A — C)(B— C) 
AB ? 


— — — C 
pme R8 or (4/90, 


et si l'on fait commencer simultanément les variables petit, ce qui 
42 


p—=w sinr(t—7+) 
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revient à faire commencer le temps au moment où l’axe instantané 
fait avee l’axe des X ou A un angle droit, ces intégrales deviennent 


[A — C)(B —C 
pe sort) EE, 


(A — C) (B— C) 
7 AB | 









En désignant par w la vitesse de rotation initiale ou quand ft est 
nul, on trouve 
,A(A—C) 

B(B—C) 
lesquelles font connaître la constante r et la constante arbitraire et très 
petite w, lorsque l’on se donne la vitesse de rotation initiale # et le 
cosinus de l’angle très petit £, formé par l’axe instantané avec l’axe 
d'inertie principal C, quand le temps commence à compter. On trouve 


ainsi 
Tr —= W COS € — tr SIN € B (B— 0) 
= 2 A (AC) 


Comme A — C et B—C doivent ètre de même signe pour que ces 
valeurs de p, q, w soient réelles, il est visible que l’axe d'inertie 
autour duquel oscille Paxe instantané, ne peut être que le plus grand 
ou le plus petit des trois. 

Si l’on fait passer un plan par l’axe instantané et l'axe C, on recon- 
naît sans peine ‘” que la tangente trigonométrique de l’angle # formé 
par ce plan avec le plan BC est donné par 


ann? 1/70 Dungre / 96€, 


et par conséquent, que la durée d’une oscillation de l’axe instantané 


ur? + @ — COS € 


(") Les axes des XYZ (fig. 115), représentant les axes d'inertie principaux A, B,C, 
OM l'axe instantané de rotation, ZOP le plan passant par l’axe d'inertie OZ et 


l’axe instantané, et POQ l'angle n, les triangles sphériques rectangles MNP et 
MPQ donnent 


cos MN — cos MP cos NP, cos MQ — cos MP cos PQ, 


d'où l’on tire en divisant, la valeur ci-dessus de tang 7. 
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autour de C, c’est-à-dire, le temps employé à faire croitre n depuis 
zéro jusqu’à 2r, est représenté par 


2r AB 
T=rV 4-60 


Observons que l'hypothèse faite sur les valeurs de p et q se réalisera, 
c'est-à-dire que p et q resteront constamment très petits, si à une 
époque quelconque l’axe instantané se trouve très rapproché de l’axe 
d'inertie C, ou si p et q sont à une certaine époque très petits rela- 
tivement à r ; en effet, on tire des équations (10) 


AE) BD? — D 

A(A —B) 7 C(B—C) 
_. /cA—0) D" 
TV 345 V UC né 


ct en supposant les trois moments d'inertie rangés dans l’ordre de 
grandeur À, B, C, il est visible que, pour que les valeurs de p et q 
restent réelles et puissent être très petites, il faut que AD? — D et 
BD? — D’? soient tous deux positifs et qué r°? reste compris entre 
BD?— D?  AD?— D* 
C(B—C)° C(A—C) 
aient été très petits, r° a di ne différer que très peu de ces deux frac- 
tions qui, par conséquent, ne différent que très peu entre elles, ainsi 
que de toutes les valeurs intermédiaires par lesquelles peut passer r° ; 
les valeurs variables de p et q restent donc toujours très petites quand 
elles l’ont été à un certain instant. 

Il reste encore, pour compléter la solution du problème précédent, 
à fixer à chaque instant la position des trois axes À, B, C par rapport 
à trois axes X', Y’, Z’ fixes dans l'espace, c’est-à-dire, à déterminer 
les valeurs de a, a’, a”, b, b”, b”, c, c', c” au moyen des équations (4) 
du N° 164. Pour cela, remarquons que comme p et q restent toujours 

‘1 

trés petits relativement à r, les valeurs (4) de _ © _. différeront 
peu de zéro, et c, c, c” ne varieront après un temps fini, qu'entre 


; or pour que, à une certaine époque, p et q 


. , . dc 
des limites très resserrées; en effet si FT £,onac— /f'édt, inté- 
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grale qui est de la forme C + pt dans laquelle & est la moyenne des 
valeurs de & (N° 172, 3° du Traité d'analyse), moyenne qui reste très 
petite. Si done on prend les trois axes d’inertie principaux dans leur 
position primitive pour axes fixes X’, Ÿ’, Z’, on voit que c, c’ resteront 
très petits ct que c” différera peu de l’unité. Cette remarque réduit 
les six premières équations (4) aux suivantes, en négligeant les infini- 
ment petits du second ordre, tels que cq, cp, c'q, c'p, 


da — br db = — ar 

dt — 3 dt —— , 
de _ b” db" _ a'r 
dt ? dt ? 
da” b''r — do” gr 
dt — OP TI Re 


Les quatre premières ont pour intégrales, en remarquant que r est 
constant comme on l’a vu plus haut, 


a —acosr(t—e), b—ax"sinr(t—e"), 
a'— x sinr(t—e), b'—x""cosr(t —e”), 
ou plutôt | 
a —=cosr(t—e), b——sinr(t -e), 
a'—=sinr(t —e), b'—cosr (t —e), 


en déterminant les constantes arbitraires «,... €... par la condition 
que les axes X’ et A, Y’ et B, Z’ et C sont très rapprochés quand 
t — 0, et que ces valeurs doivent satisfaire aux condilions 


ac+ac+ac"—0, bc+b'e +b'e"—0, 
a +bt+c—1, a?+b+c?t—1. 


Les deux autres équations différentielles, après qu’on a remplacé p 
et q par leur valeur, forment un système d'équations simultanées 
linéaires à coefficients constants, ayant pour intégrales 


L 


À 
a =— sin rnt — fsinr(t + g), 


pr cos rni — f cosr (it + g), 





FD —— 
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ou plutôt 
© (A sin rnt — Bm sin rt) 
a" — — 1 — sin r 
Cr ? 
Boom 

D" — —_ {cos rnt — cos rt 

Cr ( } 


en déterminant les constantes f et g par la condition que pour t — 0, 
a” et b” sont nuls, c’est-à-dire que les axes C et Z’ se confondent. 
On a fait dans ces équations 


A(A—C) A—QB-0. 
B(B—C) rT AB 





Enfin les valeurs de c, c’, c” s’obtiennent en intégrant les trois der- 


nières équations (4) du N° 164. On trouve ainsi en négligeant les 
quantités inférieures du second ordre, 








oim—1. m +1. 
= Asa sor@m+i)t+ TS sinr (un — 194, 
CO 


mn 


m4, ,;rfn+i)t m+1. r(n—1)t 
ET D RE LR TT PA EE 2 
+1 D 1 2 | 





Bo°m 
Cr? 


——— — 


n + À 2 n — À 2 2Bn 











m—1,.r(@w+t)t m+i .QT(n—1)t A—B 





Si par les axes Z’ et C on fait passer un plan et qu’on désigne par 9 
l’angle qu’il forme avec le plan Y’Z’, on trouve, comme à la page 326, 











_ 1 
un pa sinr(n+t)é+ —sinr(n—1;t 
PR = ——— 
7 2m—1 + 1 r 
27 —_ in? (nr — 
Sin (n +1)i 3 Sinfs (ne 4) 


qui fait connaître la loi suivant laquelle l’axe d'inertie C tourne autour 
de l’axe fixe Z’. La valeur trouvée pour a apprend que l’axe d'inertie A 
qui reste sensiblement perpendiculaire à l’axe fixe des Z', tourne 
uniformément autour de lui, puisque si l’on désigne par d l’angle 
variable formé par X’ et À, il vient 


a— cos d —cosr(t—e) d'où d=—rt—re. 


168. Conditions pour que l'axe instantanéne change pas de place dans 





sin?rnt: 
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un corps qui se meut sans forces motrices. — Proposons-nous de trouver 
ja condition pour que l’axe instantané de rotation conserve constamment 
la même position dans le corps; il est visible qu’il faut et qu’il suffit 


P q 


r 


soient constants ; il faut donc que l’on ait 





pour cela que les cosinus 


a 
= — 9 
C 


a, b, c étant ces cosiuus constants. Si dans l’une des intégrales (10) 
on remplace deux des trois lettres p, q, r par leur valeur précédente, 
on trouve que p, q et r doivent être eux-mëmes invariables; d’où il 
résulte que pour que l’axe de rotation soit fixe dans le corps, il faut 
que dp, dg ct dr soient nuls, et en remontant aux trois équations dif- 
férentielles du mouvement (9), on voit que cette condition ne peut 
être satisfaite à moins que l’on n'ait 


gr—0, pr—0 et pq—=0, 


ce qui exige que deux des trois facteurs p, q, r soient nuls, c’est-à-dire, 
que l’axe de rotation doit se confondre avec l’un des trois axes princi- 
paux, lesquels jouissent donc seuls de la propriété d’être des axes 
permanents de rotation. C’est ce que nous aviuns déjà vu (N° 4592). 

469. Stabilité des mouvements de rotation autour des axes princi- 
paux. — Les deux intégrales (10) font connaitre une propriété géné- 
rale des axes instantanés, qui est liée à celle que nous venons de dé- 
montrer. Soient (x, y, z) Ics coordonnées d’un point de l’axe instantané, 
distant de l’origine d’une quantité égale à {. Les cosinus des angles 
formés par cet axe avec les axes coordonnés, pourront être représentés 


par —: Ÿ, 55 on aura donc, en désignant pp? + q° + r° par w, 
BP, 4 LT 
où € O w 


Si l’on tire de là les valeurs de p, q, r, pour les substituer dans (10) 
et qu’on divise ensuite ces deux intégrales membre à membre, w et / 
disparaitront et on trouvera pour équation de la surface décrite par 
l'axe instantané, 
Az? + By? + C2? D 
Ant + By + Ca D? ! 
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ou bien 
À (AD? — D?) x? + B (BD? — D?) y? + C (CD? — D) z° — 0. 


Cette équation appartient évidemment à une surface conique du second 
degré, dont on reconnaitra la forme et la position en la coupant par 
trois plans parallèles aux plans coordonnés ct distants de ceux-ci d’une 
quantité h. Les équations des trois sections sont : 


B (BD? — D'?) y? + C (CD? — D'?) z? = — A (AD? — D?) hi, 
C (CD? — D?) z? + A (AD? — D?) x? = — B (BD° — D?) h?, 
À (AD? — D?) x? + B (BD? — D?) y? — — C (CD? — D) h?; 


elles appartiennent visiblement à des ellipses ou à des hyperboles ayant 
respectivement leur centre dans l’axe A, B ou C, et ayant chacune leurs 
diamètres principaux parallèles aux deux autres axes d'inertie. De là 
résulte cette proposition : l’axe instantané de rotation décrit autour 
de l’un des axes principaux, un cône droit ayant pour base une ellipse 
ou une hyperbole dont le centre est placé dans cet axe et dont les 
diamètres principaux sont parallèles aux deux autres axes princi- 
paux d'inertie. 

Pour reconnaître la forme du cône, supposons les moments d'inertie 
principaux rangés suivant l’ordre de grandeur A > B > C. Le coefii- 
cient AD? — D’? est nécessairement positif; car s’il était négatif, les 
coefficients BD? — D’? et CD? — D’? seraient négatifs à plus forte rai- 
son, ce qui rendrait la première des trois équations impossible, puisque 
le premier membre serait entièrement négatif et le second membre 
positif. D’un autre côté le coefficient CD? — D’? est toujours négatif ; 
en effet s’il était positif, BD? — D'? le serait aussi et la première équa- 
tion ne pourrait pas subsister. On voit donc que les circonstances 
initiales du mouvement ne peuvent influer que sur le signe du coeffi- 
cient BD? — D'?; si celui-ci est positif, la troisième équation appar- 
tiendra à une ellipse et les deux autres à des hyperboles ; si BD? — D? 
est négatif, la première sera une ellipse et les deux autres des hyper- 
boles. Il suit de là que l’axe instantané tourne nécessairement autour 
* de l’axe du plus grand ou du plus petit moment d'inertie À ou C, de 
manière à décrire un cône à base elliptique, mais que, dans aucun 
cas, il ne tourne autour de l’axe moyen B, et par conséquent si 
l’axe instantané est écarté très peu de l’axe du plus grand ou du 
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plus petit moment d'inertie, il tend indéfiniment à y revenir en 
effectuant autour de l’un d’eux une suite d’oscillations coniques, 
ce qui n’a pas lieu autour de l’axe d'inertie moyen. On sait (N° 152) 
que si le corps avait commencé à tourner autour de l’un des trois 
axes principaux, 1] aurait continué indéfiniment comme si l'axe 
avait été fixe, et il résulte de ce qu’on vient de voir et de ce qu’on 
a vu N° 167, qu’il y a entre les trois axes cette différence, que 
si l’axe de rotation est infiniment peu éloignée de l'axe d'inertie 
maximum ou minimum, il oscillera autour de ces axes sans s’en 
éloigner, tandis que, s’il s’écarte tant soit peu de l’axe d'inertie 
moyen, il l’abandonne aussitôt et s’en éloigne de plus en plus. On 
exprime cette propriété en disant que le mouvement de rotation 
autour des deux premiers axes d'inertie est stable, tandis qu’il est 
tnstable autour de l’axe moyen. 

170. Mouvement d’un corps autour d'un point fixe, provenant 
d’une percussion. — Les équations générales (8) du N° 165 du mouve- 
ment d’un corps solide autour d’un point fixe, peuvent servir à déter- 
miner la position de l’axe instantané autour duquel il commence à 
tourner au moment où il reçoit une percussion, ainsi que la vitesse 
de rotation qu’il prend à cet instant ; en effet, mettons ces trois équa- 
tions sous la forme suivante, en supposant qu’une seule force de 
percussion X, Ÿ, Z agisse sur le corps, 


AP (B—0Ogr—y2— 2 


Ba (C— A)rp—2X — 2... (1) 


CT —(A—E)pq=aY —yX. 


On a vu (N° 155) que, X, Y, Z étant les composantes suivant les axes 
principaux, de la force motrice qui naît de la percussion, les intégrales 


T T T 
X dt, { Y dt, | Zdt sont les composantes de cette percussion, 
0 0 0 


c’est-à-dire, les composantes de la quantité de mouvement que la per- 
cussion est capable de communiquer au corps dans la direction du 
choc. Si donc on représente par w cette quantité de mouvement ou 
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la mesure de la percussion, et par a, b, c les angles que forme sa di- 
rection avec les axes, on aura 


T T T 
| Xdt —u cos a, Ydt — u cos b, Zdt = u cos c. 
0 0 0 


Cela posé, supposons qu’au moment où la percussion commence, le 
corps ait des vitesses de rotation quelconques maïs finies; les termes 
(B— C)gr, (C—A)rp et (A —B)pq seront aussi finis pour cet 
instant et pendant la durée de la percussion, ils sont négligeables de- 
vant — dp , dq, dr 

dt’ dt dt’ 
sont les vitesses angulaires primitives jointes à celles qui sont acquises 
pendant la durée de la percussion, tandis que X, Y,Z sont les composan- 


tes de la force qui naït de la percussion, force que l’on sait être très 


., dp d r . 
considérable et, - sont les vitesses angulaires qui seraient 


> X, Ÿ, Z; car les plus grandes valeurs de p, q,r 


d 
dt” dt dt 
engendrées si la percussion durait l’unité de temps. Si on multiplie les 
deux membres des équations (1) par dt et qu’on intègre en négligeant 
ces termes et en remarquant que le point d’application de la percus- 
sion restant sensiblement invariable pendant la durée du phénomène, 
x, y, z sont constants pendant l'intégration, il viendra 


Ap = u (y cos c — z cos b), 
Bq = u (z cos a — x cos c), 
Cr = u (x cos b — y cos a) 


dans lesquelles les seconds membres sont évidemment les moments 
statiques de la percussion w par rapport aux trois axes rectangulaires 
qui ici se confondent avec les trois axes d'inertie principaux. Ces 
équations serviront à déterminer les valeurs de p, q, r et par suite, 


celle de la vitesse angulaire p/p? + q? + r° ainsi que les cosinus des 
angles formés par l’axe instantané immédiatement après la percussion, 


avec les trois axes coordonnés, cosinus que nous savons être représen- 


P 


Vrp + +r 


le déterminera par les formules générales du N° 465, en considérant 
43 


tés par » etc. Quant au mouvement subséquent, on 
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la vitesse de rotation due à la percussion comme étant le mouvement 
initial du corps. 

Si on désigne par U, U’, U” les moments de la percussion « par 
rapport à ces trois axes, il vient 

U U’ U” 
ae 15 "—C 

et, en représentant par («, B, y) les angles formés par l’axe instantané 
avec les axes d'inertie principaux et par w la vitesse de rotation, on 
trouve 


U 
0 —= D, ur, 0” COS à — A cos 5 — etc 
Vente Me SE 
COST 


Il est visible que « qui entre dans U, U’, U” disparait des valeurs 
de cos «, cos B, cos y; la direction de l’axe instantané est donc indé- 
pendante de l’intensité de la percussion ; mais la vitesse angulaire w ne 
sera entiérement déterminée que lorsqu’on connaîtra la valeur de u. Si 
la percussion provient d’une masse m animée d’une vitesse v et s’atta- 
chant au corps choqué après la percussion, on a vu au N° 153 que 
cette valeur de w est mu. Si au contraire, la masse m se sépare du 
corps après l’avoir choqué, la valeur du w sera différente de mv et se 
trouve déterminée plus loin au N° 179. 

Quant aux pressions ou plutôt aux percussions qu’éprouve le point 
fixe et qui sont représentées par /'ndt, f'n'dt, f n’dt, on les 
déduit des valeurs de …, nl’, fl” du N° 165, en suivant la même 
marche que plus haut, c’eét-à-dire, en négligeant les termes pqy,, 
pre,, (r® + qg) x,, etc. On trouve ainsi 


F U’ U” 
[nat — u 608 a — M (+ 7.) 


F U” U 
g'dt=ucosb —Ml Gt 17) 
0 


T U U” 
[urae = u COS c — M G y, — 5e) 
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Les seconds termes de ces trois valeurs, mis sous la forme 
Mgz —ry,), M(gx,—pz,), M(py, — qx,) ne sont visiblement 
(N° 164) que les composantes de la quantité de mouvement que prend 
le centre de gravité. Ces trois équations ne font donc qu’exprimer que 
la percussion éprouvée par le point fixe est égale à la résultante de la 
percussion exercée sur le corps et de la réaction de son centre de gravité. 

471. Théorème sur l'axe instantané de rotation. — Ces valeurs 
conduisent à une détermination géométrique très simple de l’axe 
instantané. Si par l’origine et par la direction de la percussion on 
fait passer un plan, on trouve pour son équation, en désignant par 
x’, y, z' les coordonnées courantes et en observant que la direction 
de la percussion passe par le point (x, y, z) et fait avec les axes des 
angles (a, b, c), 

(z cos b — y cos c) x’ + (x cos c — z cos a) y’ + (y cos a — x cos b) z' = 0, 
c’est-à-dire, 

Ux’ + U'y + U’z = 0. 
Ce plan vient couper l’ellipsoïde des moments d'inertie relatif à l'ori- 
gine, suivant un de ses plans diamétraux, et si on cherche les équa- 


tions du diamètre de cet ellipsoïde, conjugué au plan diamétral 
précédent, en observant que l’ellipsoïde a pour équation 
Ax? + By + Cz = n°, 
on trouve 
CU U’ 
T=+apt = + pyr* 
et on reconnait que cette droite fait avec les axes X, Y, Z, des angles. 
qui ont pour cosinus 
CU CU’ 
AU” BU” 


À 
CU? CU’? 
qu * pos * | 


Ces valeurs sont évidemment les mêmes que celles que nous venons 
de trouver pour l'axe instantané; on est donc conduit à ce théorème : 
l’axe instantané de rotation d’un corps qui, étant retenu par un 
point fixe, reçoit une percussion, est le diamètre de l’ellipsoïide 
central, conjugué au:plan diamétral qui passe par la direction de 
la percussion. 
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On reconnait de la même manière que la vitesse w de rotation est 
donnée par 


n°w — R°V, 


en désignant par R le rayon de l’ellipsoïde autour duquel tourne le 
corps et par V le moment de la percussion par rapport à ce rayon. On 
voit donc que la vitesse de rotation, due à une percussion, cst pro- 
portionnelle au carré du rayon de l’ellipsoïde central autour duquel 
tourne instantanément le corps et au moment de la percussion par 
rapport à ce rayon. 

172. Oscillations coniques d’un corps pesant. — Lorsque des forces 

motrices agissent sur le corps, l'intégration complète des équations 
du mouvement et des équations (4) du N° 164 n’est possible que dans 
un petit nombre de cas, par exemple, lorsque le corps, soumis à la 
seule action de la pesanteur, ne s’écarte que très peu de la position 
d'équilibre et qu’il ne prend que des mouvements de rotation très 
peu rapides autour des axes principaux. Alors, si on suppose que la 
verticale, quand le corps est en équilibre, soit un axe d'inertie prin- 
cipal C, en prenant les trois axes principaux dans cette position pour 
axes coordonnés fixes X”, Y’, Z’, les cosinus c, c’, a”, b” resteront 
infiniment petits, ce” ne différera de l’unité que d’un infiniment petit 
du second ordre, les produits rq, pr et pq seront négligeables dans 
les équations (8) (N° 165) et en concevant le corps réduit à un poids Mg 
suspendu au centre de gravité qui a 0, 0 et z, pour coordonnées , les 
seconds membres se réduiront à — Mgz,b”, Mgz,a” et 0, et ces trois 
équations deviendront ....(m) 
À = — — Mgz,b”, B __ Mgz,a”, T —0 ou r=— const. — r’. 
Les équations (4) (N° 164) deviennent aussi, en remarquant que les 
produits, tels que a”q, b"p, cq, c'p... sont négligeables comme étant 
du second ordre, 


da — b db ar, L — l 

& = UP, dt — 09 dt — aq — JP; 

da’ , db’ , dc , , 

a = br, He m4 — b'p....(n) 
da” db” 
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.n dp dq db” d'a” 
Si l’on remplace dans (m) TH et Te Par leur valeur PT et JE 
tirées de ces dernières, il vient | 

db" , da” , 
Ar = — Myz,b , Br — — Mgza 


qui ont pour intégrales, en supposant horizontale la position primi- 
tive de l’axe À et en plaçant dans le plan BC l'axe instantané de 
rotation au commencement du temps, 


| M Mgz, 
LUE a" asin 1 /ME, 


d’où l’on tire 











Les quatre premières équations (n) se transforment dans les suivantes, 


d'a db , 
Ti = ra, —-——r"tb, etc., etc. 


di? 
qui ont pour intégrales 
= cos (rt +), b — —sin (rt +»), 
a’ = sin (rt + v), D’=—cos(rt+ y). 


Les constantes arbitraires sont déterminées par les valeurs initiales 
de a, b, a’, b’ et par les conditions (2) N° 164 


ab + ab + a”b'—0, aa +bb'+c—=0, ++ c—1, 
a+bi+ci=1, 
qui se modifient dans les suivantes 
ab + ab—0, aa +bb'—0, a +b—1, a+ b6%—1, 


en remarquant que a”b”, ce’, c ct c? sont négligeables. Enfin les 
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autres équalions (7) donnent, en développant sin (r’t +») et cos (r't+») 
et négligeant les termes du second ordre, 


due En 4 / 


Mgz, 


C = à Cos v sin { TB ” c'— $ cos v cos 





d’où l’on tire 





Mgz, 
"A 9 


en déterminant les constantes par les conditions (2) du N° 164, 
ac+ac+a"c —=0, be+ be + be" —0 
et négligeant les quantités du second ordre. 


Si on désigne par x’, y’ les coordonnées du centre de gravité, les 
équations G) du N° 164 donnent 


. Mgz Mgz 
x'—=2C—a2, cosvain 4 / ME, y —=2,0 = fz, cos v cos { Tu 


et une élimination de { donnera l'équation de la courbe sensiblement 

horizontale décrite par le centre de gravité. Lorsque À —B, cette 

courbe est une ellipse, comme pour le pendule simple (N° 135), 

et l’axe vertical C oscille alors de la même manière qu’un pendule 

conique simple ou mathématique d’une longueur r égale à Bu. En 

{ 

menant par le centre de gravité une horizontale quelconque et désignant 

par M£*? le moment d’inertie par rapport à cette droite, on sait qu’on a 
À — Mk? + Mz*'; 

il vient ainsi 

k2 + 2; 

— 


T —= 


Si les moments d'inertie principaux A et B n'étaient pas égaux 
entre eux, l’axe principal d'inertie C n’effectuerait plus des oscilla- 
tions elliptiques comme précédemment, mais des oscillations ondulées 
dont la forme s’obtiendrait en éliminant le temps t entre les valeurs 
de x’ et de y’. En appelant encore par analogie, durée d’une oscillation 
conique, l'intervalle entre deux retours consécutifs de l'axe C ou Z 
dans un même plan vertical et du même côté de la verticale, cette 
durée s’obtiendra en remarquant que l’angle n formé à un instant 
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quelconque par le plan qui contient C ou Z et Z’ avec le plan X’7’, est 
donné par 





M 
cos É _. 
tan 42 —Ù 
s1— 2 M ? 
sin £ "T7, 
B 


qui, en posant 


devient 





cos 4( “ — € e 
B V7 —P (es et.cott "3% sin a), 
a a B 


ke 


et comme tang # passe visiblement par la même valeur — toutes les 
œ 


fois que et devient égal à = augmenté de 27 multiplié par un nombre 


entier, il en résulte que l'intervalle entre deux retours consécutifs, 
ou la durée d’une oscillation conique entière, est donnée par 


27 





473. Formules d’Euler. Coordonnées polaires. Les équations diffé- 
rentielles (4) du N° 164 que nous avons eu à intégrer dans les numéros 
précédents, pour déterminer en fonction du temps les valeurs des 
neuf variables a, b, c, a’... étaient au nombre de 9; mais il suffisait 
d’intégrer trois d’entre elles, parce que ces trois intégrales jointes aux 
six équations (2) déterminent complètement ces quantités. Euler, au 
lieu d'employer les 9 angles a, b, c, a’... pour fixer la position des 
trois axes mobiles par rapport aux axes fixes, ne fait usage que de 
trois angles, savoir l’inclinaison © des plans XY et X'Y’ et les incli- 
naisons + et + de l'intersection de ces deux plans sur les axes X et X, 
ce qui réduit le nombre d’inconnues et par conséquent le nombre 
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d'équations à trois. Dans les traités de géométrie analytique on dé- 
montre qu’il existe entre les anciens angles et les nouveaux les relations 
suivantes (”? : 

a =—= COS y COS Ÿ — sin y sin Ÿ cos 8, 

a’ = Co y sin $ + sin ? Cos Ÿ cos 0, 


b — — sin ? cos 4 — cos v sin Ÿ cos 8, 
D’ — — sin y sin ÿ + cos y cos 4 cos 9, 
a” — sin y sin 0, se... (a) 


b” — cos + sin 9, 
c” — cos 8, 

c —sinÿsin8, 

© == — cos + sin 0. 


Si on substitue ces valeurs dans les 9 équations (4), celles-ci se ré- 
duisent à trois équations différentielles distinctes auxquelles on peut 
donner la forme suivante : 


sin 87 — — psin ? cos 0 — q cos y cos © + r sin 0 Ù 


dt 


T— — q sin ? + p cos y,..….(b) 


. À 
sn ô;—psin ? + q cos y. 
Après avoir remplacé p, q, r par leurs valeurs en f tirées de (8), il 
faudra intégrer ces trois équations différentielles simultanées pour en 
tirer les valeurs de y, +, 8. 

174. Cas où le corps se meut sans forces motrices. — Dans le cas 
particulier où le corps se meut sans forces motrices, les trois équations 
(13) que l’on sait ne représenter que deux équations distinctes, sont 
deux intégrales des différentielles (4) du N° 164 et par conséquent, 


(‘) En désignant par R l'intersection du plan X’Y' par le plan XY, les quatre 
premières équations résultent de la considération des triangles sphériques 
XRX’, XRY’, YRX’, YRY'’; les deux suivantes s’obtiennent en considérant les 
triangles rectangles XRZ/ et YRZ’. La septième est évidente, puisque l'angle com- 
pris entre Z et Z’ est égal à l’angle formé par les plans XY et X’ Y’. Enfin les deux 
dernières s'obtiennent en résolvant les deux équations 


ac+ ac +a"c/=0, be+b'e + be” — 0. 
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des différentielles (b) du numéro précédent. En remplaçant a”, b”, c” 
par leurs valeurs (a), ces intégrales deviennent donc 


Ap = D’ sin y sin 0 
Bq = D” cos y sin 6... (c) 
Cr = D’ cos 0 


et il suflit d’obtenir encore une troisième intégrale pour que », 4, 9 
soient entièrement déterminés. Or, ces équations donnent les valeurs 
de 8 et + qui étant substituées dans la troisième équation différen- 
tielle (b), lui font prendre la forme suivante 


en tenant compte des deux intégrales (10) du N° 166. De plus on a vu 
au N° 166 que l’on a 


dt— Cy ABdr | 
D?—BD'— C(C—B)riy/AD — D'+C(C— Ari 


Il vient donc, en multipliant ces deux équations membre à membre, 


D? — Cr? 
D? — C?r° 


4 = DO AE ——— ., 
DR nec an cn 


dans laquelle les variables 4 et r sont séparées. La solution complète 
de la question est ainsi ramenée à une intégrale elliptique. 

475. Applications diverses. — Si deux des moments d'inertie prin- 
cipaux À et B sont égaux, toutes les intégrations deviennent possibles 
sans fonctions elliptiques; car on a vu au N° 466 que dans ce cas r 
est constant ; les intégrales (c) et (d) deviennent donc 


, d | 

Cr = D cos9, a _ const. 
dt 
d’où l’on conclut que + est proportionnel au temps, c'est-à-dire, que 
l'intersection du plan fixe X’Y’ par le plan des deux axes d'inertie 
égaux tourne uniformément autour de l'axe Z’ et que l'inclinaison 0 


44 
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de ces deux plans est invariable. Les deux autres équations (c) étant 
divisées membre à membre, donnent 


P 
- = ang y 
q 


d’où, en remplaçant p et q par la valeur trouvée au N° 166, 
2A ___n'2 _ 
tango —tang({—r) V PIE 9 


(D'A — D) (A — C) 
A?C ? 


ou 


p—=(t—7) 


c’est-à-dire, que l'angle $ augmente aussi proportionnellement au 
temps. 

Supposons encore que le corps soit soumis à l’action de la pesan- 
teur, que deux de ses moments d'inertie À et B soient égaux et que 
le centre de gravité soit placé sur l’axe inégal à une distances / du 
point fixe. Prenons cette droite pour axe des Z et la verticale dirigée 
vers le bas pour axe Z’. Les coordonnées x, y, z du point d'application 
du poids mg du corps seront 0, 0, /, les trois composantes X, Y, Z de 
cette force seront mga”, mgb”, mgc” et les trois équations (8) se ré- 
duiront aux suivantes 


d | 
Æ —(A— Org = — Imgb”, 
dq n 

cY —0 ou r=— const. —= 17. 
dt 


Multiplions respectivement les deux premières par p et 4, ajoutons-les 
membre à membre en remarquant que l’on a [(4) du N° 164] 


de", ” 
D =t4— b’p,....(g) 


il vient après avoir intégré, 
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Multiplions les mêmes équations (f) respectivement par a” et b”, puis 
Je 


. ve c 
ajoutons-les comme plus haut en remplaçant a”q — bp par T° 


trouve 
A (a”dp + b"dg) = (A — C) rdc” 
et en ajoutant À (pda” + qdb") aux deux membres et intégrant après 


avoir remplacé da”, db”, dc” dans le second membre par leur valeur 
(4 du N° 464), il vient 


À (a”p + b"q) = — Cnc” + f...….. (3) 
Si l’on élimine ensuite p et q entre (g), (h) et (j), en faisant usage de 
la relation 
a+ b+ci— A1, 
il vient 


dt — Adc 


Je + 2 (Algm + Cf) c'— (Ate + Cini) oi — 2Almye 


dans laquelle les variables t et c” sont séparées et qui fait dépendre 
la valeur de c” en fonction du temps, de l'intégration d’une différen- 
tielle elliptique. Si on remplace c” par sa valeur cos 6 (a), on trouve 
aussi 


: — À sin 0 do 
V'Aîe—f?+92(Almg-Cfn) cos 8 — (A%e-+-C?n?) cos? 9 — 2AÏmg cos5 0 
et en éliminant p et q entre (7) et les relations (4, N° 164) 


da” db” 


Qt = —_————…—————— cr... (k) 


ne =br— eg, -=cp—an, 
ou 

da” ,, , db” 

= bn — cg, KE = c'p— an, 


il vient aussi 


di 


et si on remplace a” et b” par leur valeur sin + sin 0 (a) et cosy sin 6, 
cette équation devient 


À sin? 0 _e Cnc”"? + An (1 — c"?) — fc” 


1? ” 
À G — b" 7) —= fc" — Cne' — An (1 — ci) 
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et en multipliant membre à membre par (kb), 


dy — (f cos 0 — Cn cos'0 — An sin° 0) de 


dans laquelle les variables sont séparées et le second membre est une 
différentielle elliptique. Enfin en éliminant p et q entre (7) et les 
deux suivantes (4, N° 164) 


? 


dc de , 
m4 bp, = va —/bp, 
en tenant compte des deux relations, 


a'a"+b’b'+cc"—0, aa” + bb" + ce —0, 


il vient, 
nf.dc dec , , , 
Ac CT T)= — ab) (f— Cne”) 


et après avoir remplacé a, b, c, a’... par leur valeur (a) en 0, +, +, 
on trouve 


À sin o À — f— Cn cos 9 


et en multipliant membre à membre par (k), 


dy= (Cn cos 8 — f) de 


dans laquelle les variables sont aussi séparées et le second membre est 
une différentielle elliptique. La solution complète du problème, c’est- 
à-dire, la détermination de », Ÿ, 9 en fonction du temps, est ainsi 
ramenée à la recherche de trois intégrales elliptiques (k), (l), (m). 

Connaissant +, +, 6, les équations (b) donnent immédiatement les 
valeurs de p, q et r ou n. 

Comme le corps est quelconque, on peut le réduire à un point ma- 
tériel m placé à l’extrémité d’une droite sans pesanteur d’une lon- 
gueur {. Dans ce cas, les trois équations (k), ({) et (m) se simplifient et 
font connaître toutes les circonstances du mouvement d’un pendule 
conique simple d’une longueur {. Ces trois équations donnent aussi la 
solution complète du problème de la détermination du mouvement de 
la toupie. 

Les formules de la fin du N° 165 font connaître les pressions exer- 


sin 0 y AŸe — f? + 2(Almg + Cfn) cos — (4e + Cin?) cos? 6 — 2AÏmg cos 0 


sin 0 A°?e— f? + 2(Almg + Cfn) cos 0 —(A?e + C?n?) cos? 8 — 2Almg cos 8 L 


tu 
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cées sur le point fixe dans le sens des trois axes d'inertie principaux. 
On trouve sans Fe 


, A — ml 
= mga”" — ml + a er)= m (9 —— sin y sin 0 — À je)» 


N'= mgb" + ml a r)= m (s _ cos y sin 0 — su) 


2 
n'= mgc" + ml(pt + qi —=m (s cos 0 + 2g cos 6 +- le) . 
476. Mouvement d'un corps solide libre. — Déterminons enfin le 
mouvement que prend un corps solide entièrement libre et soumis à 
l’action de certaines forces; pour cela, rapportons le corps à trois 
axes rectangulaires fixes dans l’espace et désignons par (XY2) les 
trois composantes de la force accélératrice qui agit sur l’élément dm 


dx 
du corps et par (zx, y, z), ses trois coordonnées; — ——- dm, 


d? d°z 

— dm , — 7 dm sont les forces d’inertie de dm dans le sens des 
trois axes fixes, et comme il doit y avoir à chaque instant équilibre 
entre les forces motrices et les forces d’inertie, on est conduit aux six 
équations suivantes : 


ds dm —>Xdm, 


2 
PTE > 3 qm — >:Yam, ST jm = xZdm, 


a at 


2 
:(2 » T3 de dm=%{(xY — yX) dm, 


dde 
d'x Lg 2 
(27 — TE gr Ja = 2 (X — 27) dm 


d3z 2 LY 
(ur DS) dm = 2 (yZ — 2) dm. 
Soient (a, b, c) les coordonnées du centre de gravité du corps et 
(x', y’, z') les coordonnées de l’élément dm rapporté à des axes paral- 


lèles aux premiers ct passant par le centre de gravité; on sait que 
que l'on a 


= +a, y=Yy +b, 2z2=2 +0, 
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d’où 
dx dx L da dy d'y à ab dz dr + dc 
de de de dé dé d6 dû de dr 
En substituant ces valeurs dans les six équations, et remarquant que 
les facteurs compris sous le signe sommatoire x, qui se rapportent au 


centre de gravité, sont des facteurs communs et que l’on a par consé- 
quent 


d'a d'a d'a 
2sdm= dm M? elc. 


2aYdm — azYdm, etc. 


on trouve toute réduction faite, 


D) TE am + MO = EXdm : D dm + M 2 Ydm, 
ou dm + M PE 3 Zdm, 
(ee ee dm + a3 ET sdm — 03 D dm + Trza'dm 
TE 2y/dm + Ma Te — MD O2 ( Y — yX) dm + 42 Ydm 


— bzXdm, etc., etc. 


Comme le centre de gravité cest situé dans les plans des (X', Y’}, 
(X, 7), (9,7), on a aussi 


ixdm—0, zydm—0, zzdm—0, 


d’où l’on tire en dérivant deux fois, 


dx’ dy di 
ce qui réduit les trois premières équations aux suivantes : 
d?a 2 
M5 Xdm , M ;yam, M ;Zdm, 


dt? dt* dt? 
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et les trois dernières, en y remplaçant >Xdm, > Ydm, >Zdm par les 
valeurs précédentes, prennent la forme 


2, 
:( De Van Jan = ET — y'X) dm, 


dt? dt? 
,Œx ,d?z , , 
(er —* PE) = 2 EX — 27 dm, 
, 7 d'y enr , 
( De qe) = 3 (YZ — #Y) dm 


On voit que les trois premières sont identiquement les équations du 
mouvement d’un point matériel d’une masse M, ayant a, b, c pour 
coordonnées et mû par les forces motrices zXdm, = Ydm, zZdm; 
d’où il suit que le centre de gravité du corps se meut de la même 
manière que si toute la masse y était concentrée et que toutes les 
forces y fussent transportées parallèlement à elles-mêmes. Quant aux 
trois dernières équations, elles sont identiquement celles que lon 
trouverait en supposant fixe l’origine, c’est-à-dire, le centre de gravité; 
d’où il suit que pendant le mouvement de translation du centre 
de gravité, le corps se meut autour de ce point de la méme ma- 
nière que si ce point était rendu fixe. 

Cette remarque fait évidemment dépendre la connaissance du mou- 
vement d’un corps entièrement libre dans l’espace, de la détermination 
du mouvement d’un point matériel et du mouvement d’un corps autour 
d’un point fixe. On voit, par exemple, que si un corps pesant de forme 
quelconque est lancé dans le vide suivant une direction quelconque, 
le centre de gravité décrira une parabole, tandis que le corps tournera 
autour de ce centre en suivant les lois que nous avons établies pour le 
mouvement d’un corps pesant autour de son centre de gravité rendu 
fixe (N° 166). 

Pour appliquer les deux principes précédents, proposons-nous de 
déterminer les lois du mouvement de la roulette dans la machine dite 
jeu des émigrés. On sait qu’il se compose < de deux roues solidaires en 
bois séparées par un cylindre Oa (fig. 115) Concentrique et plus petit. Sur 
ce cylindre s’enroule un fil suspendu verticalement en À et attaché au 
cylindre à l’autre extrémité. Si on abandonne la roulette à Faction 
de la pesanteur, celle-ci descend en tournant et lorsque le fil est 
entièrement déroulé, la roue, en vertu de la vitesse de rotation 


acquise, continue à tourner, enroule de nouveau le fil et s'élève 
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verticalement pour descendre ensuite. Il est visible que les deux forces 

qui agissent sur la roulette sont le poids P de la roue et la tension T 

du cordon aA. L'équation du mouvement du centre de gravité est 
P dz . . . 

donee dé — P — T. Quant à la rotation, si on conçoit le centre O 

rendu fixe, le poids P sera détruit et la seule force motrice sera la ten- 

sion T du fil; l'équation du mouvement de rotation est donc 


do ‘PR 


PTE mr? 


dans laquelle 9 est la vitesse de rotation , R le rayon Oa du cylindre 
et zmr° le moment d'inertie de la machine par rapport à l’axe O. 
Enfin, à cause de l’inextensibilité du fil, il est visible que si dz est 
la quantité dont le centre de gravité descend pendant dt, on doit 
avoir 

dz = Rôdt. 


On conclut de ces trois équations que le mouvement du centre de 
gravité O obéit aux lois de la chute des corps graves et que la vitesse 
de rotation croit pendant la descente et décroît en montant propor- 
tionnellement an temps. 

477. Mouvement d’un corps libre par suite d’une percussion. — 
On peut, en partant de la propriété. énoncée plus haut, déterminer 
les lois du mouvement d’un corps libre qui reçoit une percussion; en 
effet, si uw est l'intensité de cette percussion, c’est-à-dire, la quantité 
de mouvement qu’elle est capable d’engendrer, en la transportant au 
centre de gravité, elle agira sur un point matériel d’une masse M à 
laquelle elle communiquera parallèlement à sa direction une certaine 
vitesse U ou une quantité de mouvement MU qui sera la mesure de la 
percussion u; la vitesse du centre de gravité engendrée sera done 
représentée par | qu’il faudra composer avec la vitesse antérieure de 
ce point. Quant au mouvement de rotation autour du centre de gravité, 
comme il est le même que si ce point était fixe, on le déterminera 
comme on l’a fait plus haut ; ainsi, en désignant par (x, y, z) les coor- 
données du point d'application de uw, rapportées aux trois axes princi- 
paux du corps choqué relatifs au centre de gravité, par (a, b, c) les 
angles formés par w avec ces axes, par À, B, C les trois moments 
d'inertie principaux et par p, q, r les composantes des vitesses angu- 
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laires autour des axes, engendrées pendant la percussion, on a vu 
(N° 470) que l’on a 


u (y cos c — z cos b) — Ap, u (z cos a — x cos c) — Bq, 
u (x cos b — y cos a) = Cr. 


Ces trois équations font connaïître les valeurs de p, qg, r et en les 
ajoutant aux vitesses de rotation antérieures, on aura la position de 
l’axe instantané et la vitesse de rotation immédiatement après la per- 
cussion, pourvu que x soit connu, et le N° 166 donne le moyen de 
déterminer ce mouvement au-delà de cet instant. 

11 résulte de ce qu’on a vu aux N°’ 168 et 169 que si le corps est 
primitivement en repos et si l’axe instantané de rotation après la per- 
cussion est un des trois axes d'inertie principaux du centre de gravité, 
il conservera, outre le mouvement de translation de son centre de 
gravité, un mouvement de rotation uniforme indéfini autour de cet 
axe d'inertie. Réciproquement, si le corps tourne constamment autour 
de la même droite, on doit en conclure que celle-ci est un axe prin- 
cipal relativement au centre de gravité. Quand la direction de la per- 
cussion passe par le centre de gravité du corps, lès moments de w par 
rapport aux axes sont nuls et l’on a 


ycosc—zcosb—0, zcos a — x cos c—0, 


x cos b — y cos a — 0. 


Ces équations, rapprochées des précédentes, font voir que les vitesses 
angulaires engendrécs p, q, r sont nulles et que dans ce cas la percus- 
sion ne change rien à la vitesse de rotation primitive. 

478. Mesure d’une percussion contre un corps libre. — Il nous 
reste à trouver la mesure # d’une percussion contre un corps libre ou 
ayant un point fixe, comme nous l’avons déjà trouvée (N° 154 et 155) 
lorsque le corps est traversé par un axe fixe. Si le corps choquant est 
un point matériel m animé d’une vitesse v et qui reste attaché après 
la percussion au corps choqué supposé immobile, sa quantité de mou- 
vement mv sera la valeur de u, comme on l’a vu au N° 154, pourvu 
que dans les moments d'inertie on considère le corps choqué comme 
composé du corps primitif et du corps choquant réunis. 

Quand la masse m se sépare du corps après la percussion, la valeur 
de u n’est plus mv, mais on l’obtient en remarquant comme au N° 155, 
que la pression des deux corps persiste jusqu’à ce qu’il se soit effectué 
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entre eux un échange de vitesse tel que celle-ci devienne la même 
dans les deux corps, c’est-à-dire, tel qu’au moment où finit la per- 
cussion, il y ait égalité entre les vitesses des deux corps estimées 
dans la direction de la percussion. Or, pour le corps choqué, cette 
vitesse est la résultante de la vitesse de translation commune du centre 
de gravité et de la vitesse provenant de la rotation. Représentons 
par U, U’, U” les trois composantes de la première suivant trois axes 
rectangulaires représentés par les axes d'inertie principaux du centre 
de gravité du corps. Les vitesses suivant ces axes provenant de la rota- 
tion sont gz—r,y, rx —p,z, py—qx, (fin du N° 164) p, q,r, 
représentant les sommes des vitesses angulaires antérieures à la per- 
cussion que nous désignerons par p, q, r et des vitesses angulaires 
gagnées par l’effet de la percussion, vitesses qui sont données par... (1) 


u(ycosc—zcosb) u(zcosa— xcosc) u(xcosb —ycosa) 
NI 2 9 77 7, 
À B C 
La vitesse dans le sens de la percussion, c’est-à-dire, estimée 
suivant une droite qui fait avec les axes des angles (a, b, c), est donc 


(U+gqgz—ry)cos a + (U+rx—pz) cos b 


+ (U + py —qx) cosc, 


et comme U, U’, U” sont les sommes des composantes suivant les axes 
de la vitesse du centre de gravité, antérieure à la percussion et de la 
u 
M 
V cos ñn, on a aussi... (2) 


vitesse engendrée —; en désignant les premières par V cos {, V cos m, 


u U 
U—Vocosi+ cos a, U'= V cos m + cos b, 


u 
U”—= V cos nr + se 


et l'expression précédente de la vitesse suivant la droite (a, b, c) 
devient... (3) 


=. + {(gz — ry) cos a + (rx — pe) cos b + (py — gx) cos c| 


+ V (cos / cos a + cos m cos b + cos n cos c). 
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Quant au corps choquant m, comme sa vitesse avant la percussion est 
v faisant avec les axes des angles (x, B, y) et que pendant la percussion, 
une force « a agi sur sa masse m dans une direction directement op- 


posée à (a, b, c), cette force aura fait naître une vitesse — dans cette 
direction, et la vitesse totale après le phénomène, sera la résultante 
des deux vitesses v et . Les composantes suivant les axes de la pre- 
mière sont v cos «, v cos B, v cos y; les composantes de la seconde 


u u u u u 
sont — cos 4, —cos b, —cosc, ou plutôt, ——cosa, —— cos b, 
m m m m m 


7 e e 
— — cos c, parce que cette force w est directement opposée à celle qui 
m 
agit sur le corps choqué ; les vitesses totales suivant les axes sont donc 
u u u 
UCOSa ——C0S&4, V COS B — —cosb, vcos y — — cos c et la vitesse 
m m m 


dans le sens de la percussion est par conséquent 


u u 
© COS & —— cos a } cos a + | v cos B — — cos b } cos b 
m m 
u 
+ (vcosy— cos c } cos c 


u 
v (cos « cos a + cos B cos b + cos y cos c — A 


ou bien 


qu'il faut, d’après ce qu’on a vu, égaler à la vitesse analogue trouvée 
plus haut pour le corps choqué. Si l’on remplace ensuite P> 4,7, per 
leur valeur indiquée plus haut, l’équation finale donnera la valeur 
de u. On trouve, toute réduction faite, 


v(cos a cos a +-cosbcos B+-cos ccos y) —V (cos a cos + cos b cosm+cosccosn) 


1,1 ,. (cosb—ycosc)?, (xcosc— zcos a)" 
M m À B 


(y cos a — x cos b}° 
C 


En désignant par W' la vitesse du corps choquant, estimée dans la 
direction de la percussion et représentée par le premier terme du 
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numérateur, et par W la vitesse totale primitive du corps choqué au 
point où a lieu la percussion, estimée aussi dans le sens de cette per- 
cussion , c’est-à-dire, le deuxième, troisième, quatrième et cinquième 
terme du numérateur réunis, il vient aussi 
W—W | 
4 1  (zcosb—ycosc}? (xcosc—zcosa)? (ycosa—xcosb)? 
He — +] — + + ———— 


— 


M m À B C 


Lu — 


Quand la percussion a lieu entre deux corps de forme quelconque, 
en désignant encore par w sa mesure, on trouve pour la vitesse du 
corps choquant dans le sens de la percussion, une expression en tout 
point semblable à (3), en marquant d’un accent toutes les lettres qui 
se rapportent à ce deuxième corps eten changeant dans (1) et dans (2) les 
signes de cos a, cos b, cos c, attendu que la percussion qui agit ici est 
opposée à celle qui agit sur le corps choqué. Cette vitesse est ainsi 


u 
— ww + {(@z—1"y) cos a + (rx — pr) cos L'+ (p'y— qi) cosc' | 
+ V'(cos l’ cos a” + cos m' cos b’ + cos n’ cos c'). 


‘Si on égale ces deux vitesses, en remplaçant p,, q,, r, par 

y cos c — z COS b y or y , y'cosc—z" cos D 

p + 5 — > etc. el p,,q,,r,par p ———— 
etc., puis, qu’on tire la valeur de w en représentant comme plus haut 
par W et W' les vitesses suivant la percussion, du corps choqué et du 

corps choquant au point de contact, on trouve 
W'—W 
= — << — —  —— —— — — 2 — n° 
À 1 (zcosb— y cos c)° z' cos b'— y’ cos c’}? 


= Hp 2 ——— Etc, + ———— "———— + etc. 
M M À À 


2 


Ayant déterminé l'intensité w de la percussion, on connaît les vitesses 
y et sr communiquées aux centres de gravité des deux corps ainsi que 
les vitesses de rotation (1) engendrées, et en composant ces vitesses 
avec les vitesses antérieures, on trouvera les vitesses de translation 
et de rotation après la percussion. 

479. Mesure d’une percussion contre un corps qui a un point fixe. — 
La même marche fait connaître la valeur de w qui entre dans les 
équations du N° 470 et qui sont relatives au cas où le corps choqué a 
un point fixe. Il suffit de remarquer, en reprenant les raisonnements 
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précédents, que comme l’origine des coordonnées est fixe, les vitesses 
u 
M 
pas se troüver dans le premier membre de l’équation qui exprime 


qu'il y a égalité de vitesse dans le sens de la percussion, équation qui 
se réduit alors à | 


communes de translation V et— avant et après la percussion, ne doivent 


(g,z—r,y) cos a + (r,x — p,2) cos b + (p,y — q,x) cos c 
— Ÿ (cos a cos’ + cos b cos B + cos c cos y _® 
m 


et en remplaçant p,, q,, r, par leur valeur, savoir 


u (y cos c — z cos b) 





?, =D? + A » q,—=Cic., Tr,—= ctc. 
on trouve 
un — W'—W 
1 + (z cos b— y cos c}?  (xcosc—zcos a)? (y cos a — x cosb}? 
M \ B C 


Quand le corps choquant, au lieu d’étre un point matériel, est un 
corps de forme quelconque, on trouve par les mêmes raisonnements, 
Ja valeur suivante pour u, 

PR 
4 (z cos b — y cos c)°? (z' cos b” — y’ cos c’)° 
TMS ans QC + —ñ5 ——— + etc. 

Appliquons ces formules au mouvement de la terre dans l’espace; on 
sait que le centre de la terre a un mouvement de translation qui, com- 
biné avec l'attraction du soleil, lui fait décrire autour de cet astre une 
orbite elliptique. On sait aussi que pendant ce mouvement de translation, 
la terre tourne constamment autour de la droite qui joint ses deux pôles. 
Si l’on attribue ce double mouvement à une percussion que la terre 
supposée homogène aurait éprouvée à une certaine époque, on peut se 
proposer de déterminer de quelle manière cette percussion a dû se faire 
pour qu’il en soit résulté dans la terre le double mouvement qu’on lui 
connaît. Soit M la masse de la terre , V la vitesse de translation de son 
centre de gravité au moment de la percussion, et w l'intensité incon- 
nue de cette percussion; comme le centre de gravité se meut de la 
même manière que si la percussion y était appliquée, cette dernière 
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force se mesurera par le produit de la masse M du corps choqué et de 
la vitesse que la force w aura communiqué à M; on a done : 


u = MV. 


La rotation se faisant invariablement autour de la droite des pôles 
de la terre, il faut en conclure que cette droite est axe d’inertie prin- 
cipal par rapport au centre de gravité; or, d’après le théorème 
démontré (N° 171), l’axe instantané doit être conjugué dans l’ellipsoïde 
central, au plan diamétral passant par le centre de gravité et par la 
direction de la percussion , et comme dans un ellipsoïde un diamètre 
principal est perpendiculaire à son plan conjugué, on voit que la 
direction de la percussion doit avoir été renfermée dans un plan per- 
pendiculaire à l’axe de la terre et passant par son centre, c’est-à-dire, 
que la percussion doit avoir eu lieu dans le plan de l’équateur. 

Il reste encore à trouver la distance à laquelle la direction de la 
percussion a passé, du centre de la terre; désignons cette distance 
par f, par r la vitesse connue de rotation et par Mk? le moment 
d'inertie par rapport à l'axe de la terre pris pour axe des Z. On 
a vu ;: N° 170, que l’on a, U” étant le moment de la percussion par 


rapport à cet axe, 
Cr = V” 


qui revient à 
Cr = fu, 


d’où l’on tire, en remplaçant w par sa valeur MV et C par Mk, 


rka 
[ET 


_ 1 
On trouve ainsi que f est égal à 160 du rayon de la terre environ. 


180. Axe spontané de rotation. — On a vu que le mouvement d’un 
corps dans l’espace peut toujours être décomposé en un mouvement 
de translation du centre de gravité et en un mouvement de rotation 
autour d'une droite passant par ce centre et changeant continuellement 
de position. On peut aussi concevoir le mouvement réel comme pro- 
duit par un mouvement de rotation du corps autour d’un certain 
point, combiné avec un mouvement de translation de ce point; 
en effet, v étant la vitesse du centre de gravité, («, B, y) les angles 
formés par la direction de cette vitesse avec les trois axes d’inertie 
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principaux de ce centre et (p, q, r) les vitesses angulaires du corps au- 
tour de ces axes ; comme la vitesse absolue d’un point se compose de la 
vitesse commune de translation et de la vitesse provenant de la rota- 
tion autour de ce centre considéré comme fixe, les composantes de la 
vitesse absolue d’un point qui a pour coordonnées (x, y, z) seront 


Vcosa+(gz—ry), vcosB + (rx —pz) et vcos y + (py — gx). 


Si on transporte l’origine en un point ayant pour coordonnées (a, b, c), 
en conservant le parallélisme des axes, on aura pour ces mêmes com- 
posantes, (x', y’, z') étant les nouvelles coordonnées du même point, 


COS a + qe — rb + (gz — ry'), etc., etc. 
à cause des relations 
x=x+a, y=Y +b, 2=27 +0. 


Or. ces dernières vitesses peuvent être considérées comme provenant 
d’une rotation autour de la nouvelle origine, engendrant suivant les 
axes des vitesses représentées par (gz'— ry’), (rx'— pz"), (py’ — gx’), 
et d’une vitesse de translation de cette nouvelle origine, cette dernière 
vitesse étant telle que ses composantes soient v cos « + (ge — rb), etc. 
On voit que la nouvelle vitesse de rotation aura encore (p, q, r) pour 
composantes autour des nouveaux axes, c’est-à-dire, qu’elles sont les 
mêmes qu’autour des axes parallèles passant par le centre de gravité. 
Il résulte de ce qu’on vient de voir qu’il y a un nombre infini de doubles 
mouvements qui produisent le mouvement effectif. Parmi eux se trouve 
un système remarquable; c’est celui où la direction de la vitesse de 
translation de lorigine se confond avec la direction de l’axe de rota- 
tion ; comme cet axe fait avec les (X, Y, Z) des angles dont les cosinus 


P 


sont ———>, etc., Ja circonstance qu’on vient d’indiquer 
arrivera lorsque l’on aura 


COS x + ge — rb … p 


(v cos a + gc—rb} +( }+( P pyr+rg+n 


qui serviront à déterminer les valeurs de a, b, c ou la position de la 
nouvelle origine relativement aux axes principaux du centre de gravité. 
Il est facile de s'assurer que deux de ces équations renferment la troi- 
sième ; au lieu des valeurs de a, b, c, on ne trouve donc que deux re- 
lations entre a, b, c, que l’on rend linéaires en les divisant deux à 





,» etc., etc., 
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deux, membre à membre, c’est-à-dire, que cette propriété existe pour 
une suite de points situés sur une ligne droite dont les équations sont 


po ra v( cos 5 — PRE EAEREETERD), 


p + +r 


rb — qc—®v (cos œ — pp cos a + T P . T cos 2) ’ 
P+gi+r 

et qui n’est autre que la droite autour de laquelle s’effectue le mouve- 
ment de rotation. Cette droite se nomme axe spontané de rotation. 
Elle est parallèle à l’axc instantané qui passe par le centre de gravité, 
puisque l’un et l’autre font avec les axes (X, Y, Z) des angles qui ont 
ES 
Ve pen poser Pons 
la distance entre ces deux axes ou la distance entre l’axe spontané et 
le centre de gravité, est représentée par 


V'p? + q° + r? — (p cos a + q cos B + reos y)? vsind 
——— ———————_——_—_—————————…——————…— “————————— == ————— ) 


+ +r w 


pour cosinus et 


v 


w étant la vitesse de rotation ou p/p° + q° + r* et 9 l’angle formé 
par la direction de la vitesse v du centre de gravité avec l’axe instan- 
tané, angle qui est visiblement donné par 


p cos a + q cos Ê + r cos y 
mn 


Vrepr 


cos d — 


puisque Cos &@, +++. —————.... sont les cosinus des angles for- 
més par ces deux droites avec les axes coordonnés. 

Quand on aura remplacé dans les deux équations de l’axe spontané, 
v, &, B; %> P; q, r par leur valeur en fonction du temps, celles-ci ne 
seront plus que des relations entre a, b, cet t, et elles seront à chaque 
instant les équations de l’axe spontané rapporté aux axes principaux 
du centre de gravité. Comme on peut déterminer à chaque instant la 
position du centre de gravité et la direction de ces axes mobiles rela- 
tivement à trois axes fixes (4 du N° 164), on connaîtra la position de 
l’axe spontané par rapport à ces derniers axes. 

Ce qu’on vient de voir est vrai, soit que le mouvement du corps 
résulte de l’action de certaines forces motrices, soit qu’il résulte d’une 
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percussion. Dans le premier cas, les valeurs de p, q, r seront données 
au N° 165; dans le second, elles le seront au N° 170. 
Comme les composantes de la vitesse de l’origine sont 


v cos « + ge — rb, etc., etc., 


la vitesse avec laquelle le corps glisse le long de l’axe spontané est vi- 
siblement représentée par 


V' (v cos & + ge —rb}? + (v cos B + ra — pc)? + (v cos y + pb —qa)* 


qui, au moyen des équations précédentes, se réduit à 


y PC08& + g cos B + r cos y 

/p° + +r 
181. Axe spontané à lui suite d’une percussion. — Si la vitesse de 
translation v du centre de gravité et les vitesses de rotation &, p, q, r 
autour de l’axe instantané et autour des axes d'inertie principaux du 


centre de gravité, étaient dues à une percussion %, il faudrait donner 
à ces quantités les valeurs suivantes : 


— Y COS d. 





A? b? C? 


et on aura les équations de l’axe spontané après la percussion, rap- 
porté aux axes d'inertie principaux du centre de gravité, en substituant 
ces valeurs dans les équations du numéro précédent et remarquant que 
les angles «, B, y se confondent avec a, b, c, parce que lon sait 
(N° 177) que la direction que prend le centre de gravité représente la 
direction de la percussion. 

Ce qui distingue l’axe spontané, c’est qu’il reste immobile pendant 
l’instant qui suit la percussion et que par conséquent pendant cet 
instant celle-ci est sans action sur lui. Il résulte de cette remarque que 
l’axe spontané représente la droite qui n’éprouve pas de choc et qui 
reste par conséquent immobile pendant que le corps éprouve une 
percussion appliquée au point (x, y, z) et dirigée suivant les angles 
(a, b, c). | 

Les équations de cet axe donnent visiblement la solution du problème 
inverse de celui du centre de percussion, c’est-à-dire, qu’elles font 
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__#(ycosc—zcosb) u(zcosa —:x cos c) 4 cos b— y cosa) 
P= À ? TT B ? —— C 2 
cosc—zcosb}? (zcosa— 2 (x _ 2 

Prin (y Y, (ccosa—xcgsc) ..(rcosb—ycosa} 
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connaître l’axe sans percussion, connaissant la direction de la percus- 
sion exercée sur Île corps. 

Appliquons les formules précédentes à la sphère supposée homogène. 
Par la direction AB (fig. 116) de la percussion et le centre de gravité G, 
faisons passer un plan et prenons pour axes principaux du centre de 
gravité une parallèle GX, une perpendiculaire GY à AB et une per- 
pendiculaire GZ au plan XY. Il est évident qu’en considérant le poiut R 
comme étant le point d'application de la percussion, il faudra faire 


x—=0, y—BG—=|l, 7z=0, a—a—0, B—b— 


Comme dans la sphère homogène les trois moments d'inertie sont 
égaux, on a aussi 


et il vient 
p = 0, g = 0, TT — —,) 


d’où l’on conclut que l’axe instantané et par conséquent l’axe spontané 
est parallèle à l’axe des Z. Les deux équations de l’axe spontané devien- 
nent 


a—0 et b— — —; 


M 
qui apprennent que cet axe passe par un point C situé dans l'axe 
des Ÿ, à une distance GC — % du centre. Le point B est visiblement 
le centre de percussion relatif à un axe de suspension passant par C 
et perpendiculaire au plan des XY. La vitesse de glissement le long 
de l’axe est nulle. 

182. Théorèmes sur la force vive d’un corps solide en mouvement. — 
On a vu (N° 180) qu’en désignant par v la vitesse du centre de gravité 
d’un corps, par a, B, y les angles formés par la direction de cette 
vitesse avec trois axes rectangulaires passant par le centre de gravité 
et fixes dans le corps, par p, q, r les vitesses angulaires du corps 
autour de ces axes, et par x, y, z les coordonnées d’un point du corps, 
les composantes de la vitesse totale de ce point peuvent être repré- 
sentées par 


UCOSaæ + (gz —ry), vcosB + (rx — pr), v cos y + (py — gx); 








O1 
©: 
Lo 
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la force vive du corps est donc représentée par 
S'v cos & + 92 —ry)? + (v cos B + rx — pz)* + (v cosy + py — qx)} dm, 
c'est-à-dire, par 
J'rdm + f'{(gz — ry} + (rx — pa) + (py — qx)°} dm 
— Qv cos ar f ydm + 2v cos x q f'zdm...…. + etc. 
Or les sommes f'xdm, f'ydm, f zdm sont nulles et /'v?dm est égal 
à v? / dm ou Mv*; le moment d'inertie du corps se réduit donc à 
Mot + J'É (ge — ry}t + (rx — pe) + (py — gx) } dm. 


Mv* est la force vive du corps concentré dans son centre de gravité et 
comme ry — Q7z, pz — rx, qx — py sont les vitesses du point (x, y, z) 
parallèles aux trois axes coordonnés, provenant de la rotation du corps 
autour de l’axe instantané, il est visible que S'{ (gz — ry)* + (rx —pz) 
+ (py — gx)*} dm est la force vive du corps due à ce mouvement 
de rotation. De là résulte ce théorème : la force vive d’un corps 
solide en mouvement se compuse de la force vive du centre de gravité 
et de la force vive du corps tournant autour du centre de gravité. 

En développant les carrés des binômes et en prenant pour axes 
coordonnés les trois axes principaux d'inertie du centre de gravité, il 
est facile de reconnaitre que cette dernière force vive se réduit à 


Ap° + Bq° + Cri. 

Si on décompose le mouvement d’un corps en un mouvement de 
rotation autour de l’axe spontané et un glissement le long de cet axe, 
il est facile de voir que sa force vive est aussi représentée par la force 
vive due à cette rotation, plus la force vive due au glissement; en effet, 
on a vu au même numéro, que la vitesse d’un point (x', y’, z') peut 
se décomposer dans les trois suivantes : 


v cos a + qc — rb + (gz' — ry'), 
v cos B + ra — pc + (rx — pz'), 
v cos y + pb — qa + (py — qx'), 
et par conséquent la force vive peut être représentée par 
S'{(v cos x + qc— rb}?+ (v cos B + ra — pc)*+ (v cos y + pb — qa)? dm 


+ S'ÉQ —ryY + (ra — pr) + (py' — qe) } dm 


per 
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+ 2 J'À(v cos « + qe — rb) (7 — ry") + (v cos B + ra — po) (rx — pz') 
+ (v cos y + pb — qa) (py' — gx)! dm. 


La première ligne représente visiblement la force vive provenant du 
glissement le long de l’axe spontané; la deuxième représente la force 
vive due à la rotation autour de cet axe, puisque gz’ — ry', rx’ — pz, 
py — gx sont les composantes de la vitesse du point (x, y’, z’) prove- 
nant de cette rotation , et la troisième ligne est nulle, ce dont on peut 
s’assurer en remplaçant qgc — rb, ra — pc et pb — qa par leur valeur 
donnée par les équations de l’axe spontané. 

Enfin, si le corps a un point fixe, sa force vive est représentée par 


S'Egz — ry} dm + (rx — p2)* dm + (py — gx)* dm}; 


et en développant les carrés des binômes et prenant pour axes coor- 
donnés les trois axes principaux d'inertie, cette expression se réduit à 


Ap? + Bq° + Cri. 
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Exemple du mouvement d’un système donné de forme variable. — Théorie des 
cordes vibrantes. Durée d’une vibration transversale. — Nœuds de vibration. 
Vibrations longitudinales. 


185. Théorie des cordes vibrantes. Durée d’une vibration trans- 
versale. — Nous prendrons pour exemple du mouvement d’un corps 
de forme variable, la théorie des vibrations d’une corde flexible et 
tendue entre deux points fixes, que l’on écarte très peu de la direction 
rectiligne et qu'on abandonne ensuite à elle-même, en imprimant à 
quelques-uns de ses points des vitesses initiales. Désignons par p la 
masse de l’unité de longueur de la corde au point (xyz). La réaction 

2 2 
due à l’inertie de cette unité de longueur est y Te, T8, 
d?z , < ue re ee 
HT les forces extérieures et les forces d'inertie qui agissent 


d? 2 
sur l'élément ds sont donc (x — %) ds, Ç — p +) ds, 
2 
( — 7) ds et si l’on suppose la corde sans élasticité, comme il y a 
alors équilibre entre les forces précédentes (N° 141), on aura, en substi- 


dx DT eee 
tuant X — bn? etc. à X, etc. dans les trois équations d'équilibre 


d°x 
GE > etc. (N° 69) 


2 
Tcos a + [(x md + tr, 


d'un fil soumis aux actions des forces X 


Fe ds 
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qui vont nous faire connaitre toutes les circonstances du mouvement 
de la corde. 

Si on la suppose écartée très peu de la position rectiligne et soustraite 
à l’action de toute force motrice, X, Y, Z seront nuls, a, b, c seront 
constants, la tension t sera sensiblement la même que dans l’état 
d'équilibre, par conséquent égale à une constante «w et ces trois équa- 
tions étant dérivées par rapport à l’arc s, deviennent en remarquant 
que les trois intégrales sont prises par rapport à cette variable, 


Br DT d'y DE dz T2. 
de ds de ‘ds’ lan ds 


Ces trois équations aux dérivées partielles du second ordre donnent 
les valeurs de x, de y et de z en fonction de l’are s et du temps t. En 
prenant pour axe des Z la droite qui joint les deux points fixes (fig. 417) 
et pour origine l’un des deux points, les variables s et z se confondent 
sensiblement ainsi que ds et dz; les deux premières équations de- 


. & 
viennent alors, en représentant — par a?, 
Le 


Quant à la troisième, qui représente les lois du mouvement d’un 
point de la corde dans le sens de l’axe des Z ou dans le sens de sa 
longueur, elle est étrangère à la question qui nous occupe. 

Pour intégrer l’une des équations (4), nous supposerons la corde 
uniformément épaisse, ce qui rend H et a? constants. La première est 
satisfaite en posant (Traité d'analyse, N° 265) 


x — Ace”: tnt, 


A, m, n étant des constantes quelconques, pourvu que m et n vérifient 
l'équation 


n? —= ame?, 





OL 
(er) 
CH 
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ou pourvu que l’on ait 


n—4M OÙ n——AM; 


d’où l’on conclut que l'intégrale générale est 
X — Aem:+ amt D Bems—amt + A'enz+amt + B'en':—am't + cte., 


+ Ce-":-amt + De": +amt + C'e-m':—am"t + D'e-"':-am't + etc. 


A,B,C, D... m, M... étant des constantes arbitraires, c’est-à-dire, 
des quantités indépendantes de z et de t, dont la valeur dépend de la 
forme et des vitesses initiales données aux différents points de la 
corde. Cette intégrale peut être écrite de cette manière 


x = em (Aesmt + Be—amt) + em: (Ce amt + Des) + etc....(2) 


et comme m, m, etc. sont arbitraires, si on les remplace par m /—1, 


m'y/—1, etc. et qu’on substitue ensuite aux quantités exponentielles 
leur valeur trigonométrique, il viendra, en réunissant les termes 
semblables, 


x —= P cos ami. cos mz + Q sin amt. sin mz + R cos amt. sin mz 


+ S sin amt. cos mz + etc. 


P, Q, R,S, m, etc. étant des constantes dont les valeurs dépendent du 
dérangement initial de la corde. Comme les deux extrémités sont des 
points fixes , si on désigne par / la longueur de la corde, il est visible 
que pour z—0 et z—{, il faut que x soit nul indépendamment de 
toute valeur de t; or pour z nul, x devient 


P cos amt + S sin amt + P’ cos am't + S'sin am't + ete. — 0, 


équation qui ne peut être satisfaite pour toute valeur du temps t et 
pour toute valeur constante de m, m’...., qu’en faisant évanouir les 
coefficients P, S, P’ etc. Quand z est égal à !, on a aussi pour x, en 
tenant compte des valeurs de P, P’,S, etc. 


sin ml(Q sin amt-+R cos amt)+sin m'l(Q/sin am't+R' cos am't) + ete. —0, 


équation qui n’est satisfaite quel que soit t, que si sin ml, sin ml, etc. 
sont égaux à zéro, c’est-à-dire, si ml, m'l sont des nombres entiers de 
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demi-circonférences, c’est-à-dire, si m, m', m”, etc. sont égaux à 


rx Or 93r 


— — —Ctc. L'intégrale générale a donc la forme 


LL I 
x = sin 7 Q sin 27° LR cos LT 
l l l 
+ sin ÊE (sin 2 + KR’ cos + etc. 


Pour déterminer les coefficients Q, R, Q”, R’.... d’après l’état initial 
de la corde, observons que cet état, qui correspond à t — 0, est donné 
par l’équation | 


D 4 . 2rz . Bxz 
— + R'sin— + R”sin—— 


l l l 


x —Rsin + etc. ; 


si donc on représente par x — #z la_projection connue de la courbe 
dans le plan XZ au moment de l’ébranlement, ces deux dernières 
, . . . TZ 
équations devront s’accorder identiquement; or, en remplaçant T 
par z’ et en développant #7’ suivant les sinus des arcs multiples de 2’ 
(Traité d'analyse, N° 177), l’équation x — #2’ est remplacée par 


x — a + b sin z’ + csin 2z’ + d sin 57° + etc. 


dans laquelle a, b, c, d... sont connus; il faudra donc égaler ces 
coefficients à 0, R, R’, R”.... qui seront ainsi déterminés. D’un autre 
côté, si on dérive par rapport à t la valeur générale de x et qu’on 
fasse ensuite t — 0 pour se placer à l'instant initial, on trouve 


dx ar, , rz ax ,. 2rz 
HT Q sin +——Q sin —— + etc. 


qui indique la vitesse initiale du point de la corde correspondant à z; 
or ce mode d’ébranlement doit être connu. En le représentant par 
— ÿz et en développant, comme plus haut, cette fonction suivant 
les sinus des arcs multiples de z’, on calculera de la même manière 
les coefficients Q, Q', Q”..…. 
On peut, sans fixer les valeurs des constantes Q, R, Q’, R’, Q”, R”.... 
reconnaître plusieurs propriétés importantes. Remarquons d’abord 
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que l’équation générale (2) donnant la forme de la courbe à l’époque t, 
on aura l'équation de la courbe à l’époque t + | en y remplaçant t 
par cette valeur; mais on reconnaît qu’en donnant à t un accroisse- 
ment égal à un multiple quelconque de ? » la valeur de x reste iden- 
tiquement la même; d’où l’on conclut qu'après chaque intervalle de 


temps égal À » la corde reprend la même forme et que par consé- 


ne , 21 
quent la durée d’une vibration est représentée par ou par 21 £ À 


c’est-à-dire, que la durée d’une vibration est proportionnelle à la lon- 
gueur | de la corde et à la racine carrée de la masse p de l’unité de 
longueur. Cette durée est inversement proportionnelle à la racine 
carrée de la tension w de la corde. 


l 
Remarquons aussi que, si on remplace t par t + à ou par { augmenté 


l 
d’un multiple impair quelconque de= > l’équation de la corde devient 


= — sin TP (Q sin VE + R co 08 
+ sin TE (sin nine 08 — sin ŸE (ete. 


dans laquelle les termes sont alternativement positifs et négatifs; mais 
si on change z en l — z, ce qui revient à transporter l’origine A à 
l’autre extrémité B de la corde AB (fig. 417), tous les termes changent 
de signe et par conséquent x ou ab et a'b’ prennent la même valeur 
pour z et pour {— z ou pour Aa — Ba’, si ce n’est qu’elles sont de signe 
contraire; d’où l’on conclut que la corde ABB prend de l’autre côté 


U l 
de l’axe et après des intervalles de temps égaux à a” £ À T ve. 


une forme Bb'A inversement symétrique à celle qu ‘elle. avait du premier 
côté. 

184. Nœuds de vibration. — Si les circonstances initiales de 
l’ébranlement sont telles qu’un certain nombre de constantes Q, 


#7 
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R, Q, R....… soient nulles, et que la valeur de x se réduise à 


nart nart . Qnrz 
g = cine ( qu+e sin + + Root 08 —— )+ in PTE ( Joe. 


n étant un certain nombre entier, il est visible que, pour les points z 


nz . . 
de la corde pour lesquels — est un nombre entier, tous les sinus 


l 


nrz . Qnrz 
etc., seront nuls et par conséquent x sera nul 


sin TT” sn — 
quelle que soit la valeur de t; d’où il suit que si on divise la corde en un 
nombre n de parties égales, chaque point de division restera immobile 
comme s’il était fixe et je dis que chaque division de la corde vibrera de 


la même manière que si la division était isolée et que ses deux extrémités 





fussent fixes; en effet 2 étant la longueur d’une division, si on désigne 
celle-ci par !’, la formule précédente deviendra 


art ani 
x=—=sin ie sin T + R(T cos —— T 


2art 
+ Sin (es sin + RAT cos ) + etc. 


Il est visible que si z est plus petit que.l’, cette équation fera connaître 
les vibrations de la première division et en remplaçant z par 2” + z, 
&l + zetc., l'équation restera visiblement la même et cependant don- 
nera les vibrations de la 3°, 5°, etc. division, qui, par conséquent 
oscilleront de la même manière que la première. Pour ce qui est de 
la 2, 4°, etc. division, si on remplace z par QD — z, Al — z, etc., 
l'équation restera aussi la même, sauf les signes qui seront tous chan- 
gés; ce qui prouve que les ondulations de la 2°, 4°, etc. division sont 
identiquement les mêmes que celles de la 4'°, 3°, 5°, etc., division, 
mais qu’elles sont inverses. Les points immobiles dont nous venons de 
reconnaître l’existence, se nomment nœuds de vibration. 

La seconde équation aux dérivées partielles conduit à une intégrale 
de même forme, qui fait connaître les lois des vibrations de la corde 
dans le sens de l’axe des Y. 

Outre les vibrations transversales dont nous venons de nous oceu- 
per, la corde prend encore un mouvement vibratoire dans le sens 








DYNAMIQUE. 307 


longitudinal, c’est-à-dire, que chaque point de la corde se rap- 
proche et s'éloigne alternativement des deux extrémités fixes. La 
troisième des équations précédentes (1), convenablement préparée, 
fait connaître toutes les circonstances de ce mouvement, qui dépend 
d’une équation aux dérivées partielles du second ordre de même forme 
que ci-dessus, et on trouve que la durée d’une semblable vibra- 
tion est encore proportionnelle à la longueur totale de la corde, et à 
la racine carrée de la masse p comprise dans l’unité de longueur de la 
corde supposée uniforme. Elle est aussi inversement proportionnelle 
à l’extensibilité de la corde, c’est-à-dire, à la force nécessaire pour 
l’allonger dans un certain rapport constant. 


CHAPITRE XX. 


Propriétés générales du mouvement d'un système de corps. — Mouvement d’un 
système de corps, décomposé en un mouvement du centre de gravité et un mou- 
vement du système autour de ce point. — Conservation du mouvement du 
centre de gravité. Cas d’une percussion contre un corps extérieur. — Conserva- 
tion des aires. Plan du maximum des aires. — Conservation des aires dans les 
mouvements relatifs. Plan invariable. — Principe de la conservation du mou- 
vement de rotation. — Principe des forces vives. — Conséquences de l'équation 
des forces vives. — Équation des forces vives dans les mouvements relatifs. — 
Principe des forces vives dans le cas d’une percussion. Théorème de Carnot. — 
Maximum et minimum des forces vives. — Maximum et minimum des forces 
vives dans une machine à poids, à liens inextensibles. — Principe des forces 
vives dans les mouvements relatifs. -- Principe de la moindre action. — Appli- 
cation à la théorie du choc. — Application du principe des forces vives au 
calcul de l'effet des machines. 


185. Propriétés générales du mouvement d'un système de corps. — 
On sait (N° 141) que dans tout système de corps mis en mouvement 
par des forces, il y a à chaque instant équilibre entre les forces exté- 
rieures, les forces intérieures et les forces d’inertie; de plus il est 
évident qu’il doit exister entre ces forces, quoiqu’appliquées à un 
système de forme variable, les six équations d’équilibre que nous 
avons trouvées pour un système de forme invariable (N° 64); parce 
que les forces se faisant équilibre dans un système de forme variable, 
se feraient à plus forte raison équilibre si le système devenait rigide. 
Il suit de là que si on désigne par m, m'.... les masses des points 
matériels, par (x, y, z), (x', y’, z').... leurs coordonnées rapportées à 
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des axes fixes et par (X, Y, Z), (X’, Y’, Z’).... les composantes suivant 
les axes, des forces motrices qui agissent sur ces points, on doit avoir 
dx d? d?z 


ms EX, im Y, Im a — 22, 


d'x d°z d'z dy 
Em C7 — x %) == 2 (zX —x7), am y 6 — 7) —=2(yZ—2Y), 


d'y d'x 


les signes 2 indiquant des sommes de quantités de même nature, 
étendues au système entier. Les forces intérieures ou les tensions des 
liens intérieurs disparaissent totalement de ces six équations, car étant 
égales deux à deux et de signe contraire, elles se détruisent dans les 
trois premières, et comme elles sont directement opposées, elles ont 
deux à deux le même moment, mais de signe contraire, par rapport 
aux trois axes, ce qui les fait disparaître des trois dernières. 

Ces six équations font connaître certaines lois qui régissent le mou- 
vement d’un système de points matériels et qui étant indépendantes 
de leur mode de liaison et des actions mutuelles, doivent être consi- 
dérées comme des propriétés générales du mouvement d’un système de 
corps. 

186. Mouvement d’un système de corps décomposé en un mouvement 
du centre de gravité et un mouvement du système autour de ce point. 
— Soient (a, b, c) les coordonnées du centre de gravité du système; 
transportons y l’origine des coordonnées en faisant 


z=a+x, y—=b+y, 2=c+7. 
Les trois premières équations deviennent 
d'a dx 


Em — + 2m— —= XX, etc. 
dti dt? ? 


Comme les nouveaux plans coordonnés passent par le centre de gra- 
vité, on a aussi 


imx'—0Q, my —0, zmz —0, 
et par conséquent 
2%’ 


2m -— — O, etc. 


dt 
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ce qui réduit les trois équations aux suivantes : 
\ 


da d*b dc 
im de — EX, 2m dû = 2Y, im de 27, 


ou bien en représentant par M la masse totale ou 2m et en remar- 

2a 
dt 2 
système, mais au centre de gravité du système entier, est un facteur 
commun, 


quant que——  etc., ne se rapportant pas à l’un des corps du 


da db d'c 
Ms = 2X, Ms = 2Y, Mn = 2Z. 

Ces trois équations sont identiques avec celles du mouvement d’un 
point matériel M placé au point qui a pour coordonnées (a, b, c) et 
soumis à l’action des forces >X, 2Y, 2Z; d’où résulte ce théorème 
analogue à celui que nous avons démontré au N° 176 pour un corps de 
forme invariable : Le centre de gravité d’un système de corps en 
mouvement se meut de la même manière que si toute la masse y était 
concentrée et que toutes les forces motrices y fussent transportées 
parallélement à elles-mêmes. 

En faisant les mêmes substitutions dans les trois dernières des six 
équations du mouvement, elles se réduisent aux trois suivantes, après 
qu'on aura fait usage des trois équations du mouvement du centre de 
gravité comme au N° 176, 


2! 2 
m(rTe —# 72 Lente (z'X — x'2), ete., etc. 
Ces équations ne renferment plus aucune trace des coordonnées 
(a, b, c) du centre de gravité et ne contiennent que les coordonnées 
(x, y', x) des différents points relativement à ce centre. D’où il suit 
que le mouvement du système relativement au centre de gravité est 
indépendant du mouvement de ce point, que l’on peut même supposer 
immobile. 

187. Conservation du mouvement du centre de gravité. Cas d’une 
percussion contre un corps extérieur. — Si le système ne renfermait 
aucune force motrice extérieure, ou si ces forces se faisaient équilibre, 
on aurait, quel que füt le mode de liaisons ct d’actions mutuelles, 


2 
MER = 0, MP 0, MX 0, 
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d’où l’on tire 


ct 


a—=Ct+D, b—Ct+D, c—C"t+ D”, 


C, C', C”, D, D’, D” étant des constantes arbitraires. Comme 
_ et © sont les trois composantes de la vitesse du point qui 
a (a, b, c) pour coordonnées, les trois premières équations appren- 
nent que le centre de gravité prend alors une vitesse uniforme et 
les trois dernières font voir que ce point se meut suivant une 
ligne droite, puisqu’en éliminant le temps t entre deux d’entre elles, 
on trouve 


’ 


C » C’ 
b—D'=a<(a—D), c— D = (a —D), 


pour les équations de la trajectoire. 

Ces propriétés constituent le principe de la conservation du mou- 
vement du centre de gravité. Comme les trois équations du mouve- 
ment ne renferment aucune trace des actions mutuelles des corps du 
système, on voit que le mouvement du centre de gravité ne sera pas 
altéré : 4° par des percussions survenues entre ces corps, 2° par des 
explosions intérieures qui diviseraient un ou plusieurs corps en 
fragments, 3° par la rupture de quelques-unes des liaisons inté- 
rieures, etc., etc. 

Si une percussion avait lieu entre un des corps du système et un 
corps extérieur, il faudrait considérer la force qui en résulterait 
comme une force extérieure et l’on aurait en la représentant par T 
et par (x, B, y) les angles formés par sa direction avec les axes, 

d'a 


2 
M ——T cos «, MP = T 0086, M 


dc 
ie d = T cos VE 


dt 


d’où l’on tire 


da T db CT dc T 
M = COS « (, Tdt, M Prius cos 6 | ré M Fri cos 7 [ras 
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ou bien, en remarquant que ces trois intégrales sont les composantes 
u cos «, u cos B, u cos y de la force de percussion u, 


de 


d 
M y cos a, ME — u cos 8, M 


—= 4 COS 
di dt P 


qui nous apprennent que le centre de gravité se meut de la même 
manière que si toute la masse y était concentrée et que ce point reçut 
la percussion. 

Comme ou a, par la théorie des moments, 


>zmx — Ma, 
on en tire 
dx da 
2m— — M— 
dt dt” 


ou bien, v, v’.…. étant les vitesses de m, m’, etc. estimées suivant 
da 


l’axe des X et V la vitesse di 


du centre de gravité estimée dans cette 
direction, 
zmv— MV, 


c’est-à-dire, que la somme algébrique des quantités de mouvement 
du système estimées suivant une direction quelconque est égale à la 
quantité de mouvement du centre de gravité estimée dans le même 
sens. S’il n’y a aucune force extérieure, la vitesse V du centre de gra- 
vité est constante, et par conséquent la somme algébrique des quanti- 
tés de mouvement du système estimées dans une direction quelconque 
est alors invariable. 

188. Conservation des aires. Plan du maximum des aires. — Les 
trois dernières équations du N° 185 sont aussi susceptibles d’une inter- 
prétation géométrique fort simple, toutes les fois que les seconds 
membres sont nuls. Les seconds membres sont nuls dans trois cas : 
4° Lorsqu'il n’y a aucune force motrice, 2° lorsque ces forces sont 
dirigées vers l’origine fixe des coordonnées, puisque les binômes 
YL—2Y, zX — xZ, à Y — yX sont (N° 54) les moments par rapport aux 
trois axes , de la force qui a (X, Y, Z) pour composantes, 5° lorsque 
ces forces se font équilibre (N° 64). On a donc dans le mouve- 
ment d’un système de corps qui ne sont soumis qu'à leurs actions 
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mutuelles ou à des forces dirigées vers l’origine fixe des coordon- 
nées, 


dy dx d?z d'y 
im (eV —0, 2m © 2m )=0 


ne) 0 
m te de == VU, 


. On tire de là, en multiplant par dt et intégrant, 


où a, a’, a” sont trois constantes arbitraires, invariables pour une même 
origine et pour une même direction des axes. En multipliant de nou- 
veau par dt et intégrant, on trouve enfin, en faisant commencer les 
intégrales du premier membre avec le temps f, 


zmf (xdy—ydx)—=a"t, 2m/f{(ydz—2dy)= at, 2mf (zdx— xd) = at. 
On a vu (N° 1143) que les trois intégrales 
J'(ady — ydx), f{ydz —zdy), J'(zdx — xdz) 


représentent le double des projections sur les plans coordonnés, des aires 
décrites par les rayons vecteurs menés de l’origine fixe au point =; ces 
équations expriment donc que le mouvement d’un système de corps 
réagissant les-uns sur les autres d’une manière quelconque, mais dont 
les forces motrices, s’il y en a, sont toutes dirigées vers un même 
point fixe dans l’espace, s'effectue toujours de telle manière qu’en 
prenant ce point pour origine des coordonnées, la somme des produits 
de chaque masse par la projection sur les plans coordonnés, de l’aire 
décrite par son rayon vecteur, est proportionnelle au temps employé à 
la décrire. 

C’est dans cette propriété que consiste le principe de la conservation 
des aires. Comme elle est indépendante des actions mutuelles des 
corps, elle ne cessera pas d’avoir lieu, 4° s’il survient des percussions 
entre eux, 2° si une explosion fait éclater un des corps en plusieurs 
fragments, 3° si quelques uns des liens viennent à se rompre, etc. S’il 
n’y avait pas de forces extérieures, le principe serail vrai pour une 
origine fixe quelconque. Il a encore lieu quand le système renferme 
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un point fixe, pourvu qu'il soit pris pour centre des aires ou pour 
origine des coordonnées; car les pressions ou réactions de ce point 
devront à la vérité être considérées comme forces extérieures, mais 
comme elles sont appliquées à l’origine des coordonnées, leurs mo- 
ments par rapport aux axes seront nuls et par conséquent les som- 
mes Z(zX — xZ), etc. seront encore égales à zéro. Enfin s’il y avait 
plusieurs points fixes renfermés dans une même ligne droite, en pre- 
nant celle-ci pour axe des Z, la première des trois équations précé- 
dentes subsisterait encore, puisque les moments des résistances de ces 
points par rapport à cet axe seraient nuls; mais le principe des aires 
ne subsisterait plus que pour un plan perpendiculaire à cette droite. 

Comme dans un système entièrement libre, le principe des aires 
subsiste pour toute direction des plans coordonnés, il est évident que 
si on projette les aires décrites par les rayons vecteurs, sur un plan 
quelconque, la somme des produits de ces aires par les masses corres- 
pondantes sera encore proportionnelle au temps, mais les constantes 
a, a’, a” ou les facteurs constants de t changent avec la direction de 
ce plan. La loi suivant laquelle varient ces facteurs avec la direction 
de ce plan est facile à trouver ; si on désigne par (x, B, y) les 
angles qu’il forme avec les plans coordonnés (ou les angles formés 
par une perpendiculaire au plan avec les trois axes), par ds l’aire 
décrite par le rayon vecteur de m dans le temps dt et par 4 l’angle 
formé par le plan de cette aire ds avec le plan de projection donné, 
ds cos sera la projection de l’aire ds. Or en désignant par €, &, €” 
les angles formés par le plan de l’élément ds avec les plans coordonnés, 
on sait que l’on a 


COS Ÿ = COS a COS & + COS Ê COS €’ + COS y COS €”; 


la projection de l'élément ds devient donc 
cos a cos eds + cos B cos &’'ds + cos y cos e”ds, 


et l’on trouve pour la somme des produits des masses par les projections 
des aires décrites par les rayons vecteurs pendant le temps dt, 


2m (cos & cos eds + cos B cos eds + cos y cos &”’ds), 


ou bien, parce que les angles (x, B, y) sont les mêmes pour tous les 
corps, 


cos «Zm cos Eds + cos BEm cos eds + cos yEm cos Eds. 


On sait que ds cos &, dscose” et ds cos 8” sont les projections de 
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et divo À 
l'élément ds sur les trois plans coordonnés, c’est-à-dire, 3 (ydz—:dy), 


s (zdx — xdz), : («dy — ydx); cette somme revient donc à 


- cos «2m (ydz —2dy) + : cos BEm (zdx—xdz) + Scos yEm (xdy —ydx), 


et en intégrant depuis { = 0, on trouve pour la somme de ces produits 
pris pendant le temps t, 
1 


: cos am f (ydz — 2dy) + 9 cos Bzm f (zdx — xdz) 


1 
+ g C0s 72m J'(xdy — ydx), 
ou bien, en remplaçant les trois sommes par leur valeur af, a't, a”t, 
1 ” 
g (a cos a + a cos B + a” cos y) t 


qui vérifie la loi des aires pour un plan faisant des angles (x, B, 7) avec 
les plans coordonnés, c’est-à-dire, que la somme des produits de chaque 
masse par la projection de l’aire que décrit son rayon vecteur sur ce plan, 
est encore proportionnelle au temps, puisque a, a’, 4”, «, B, y sont 
des constantes. Cette expression fait connaître en outre la loi suivant la- 
quelle la valeur de cette somme pour un même centre des aires change 
avec la direction du plan de projection, c’est-à-dire, avec (x, B, y). 

Si on cherche les valeurs «, 6, 7 qui donnent à cette expression une 
valeur maximum, en ayant égard à la relation 


cos? a + cos? B + cos? y — À, 


on trouve 
a a 
COQ ————, COS = —————— 7; 
Va + a?+ a" Va? + a + a"? 
a” 
COS y — 


Va + ai + a"? 


Ces équations fixent la position du plan maximum pour une même ori- 
gine et la valeur de ce maximum est 


| 
spi +a + ati, . 
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189. Conservation des aires dans les mouvements relatifs. Plan 
invariable. — Le principe des aires dont on vient de s’occuper, sup- 
pose que le centre des aires reste fixe, tandis que les corps du système 
sont emportés dans l’espace. Si le centre des aires ou l’origine des 
coordonnées, vers lequel convergent toutes les forces, était mobile, le 
principe des aires subsisterait encore, pourvu que l’on prit, comme au 
N° 413, l'aire apparente décrite par le rayon vecteur et que l’origine 
mobile fût le centre de gravité du système ou que l’origine décrivit une 
droite quelconque d’un mouvement uniforme ; en effet si dans les trois 
dernières équations du N° 185 on remplace les coordonnées (x, y, z) du 
point m rapportées à des axes fixes, par a + x’, b + y’, c+ 2, (a, b, c) 
étant les coordonnées de l’origine mobile et (x’, y’, z’) les coordonnées 
du même point m rapporté à des axes mobiles passant par le point 
(a, b, , et PR aux axes fixes, ces équations pe la forme 


im + 2m LE ro + > mn) 
Tr — Fe — DErT Te î Fa, 


Lex + 2(7X—%2), etc. 
2 


du 


qui deviennent, en remarquant que mc -— n’est autre chose que 


d?x x 
cm de ou c2A, 


dx d?z a. , dc 
sm (+ a? %) + Ge 27 TE 3 Emx —2©(7X— 2x2); 


or lorsque les forces sont dirigées vers l’origine mobile d'où se 
comptent les coordonnées (x’, y’, z’), les binômes z'X — x'Z sont nuls 

, , d'a db d'c 
et d'autre part, les dérivées Je? de’ dé 
mouvement rectiligne et uniforme du point (a, b, c), ou bien les 
coefficients zmx', 2my, zmz' sont nuls si l'origine est placée au 


centre de gravité. On a donc dans les deux cas, 


dix" ,d?z 0 
im Zn © Pr = 0, etc., etc. 


et en intégrant deux fois par rapport au temps, 
2 fm(zdx — xdz)—Ct, > f m(x'dy — y'dx') — C4, 
2 fm (y'dz — z'dy") = Ct, 


sont nulles pour un 
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qui ne sont que la traduction algébrique de la proposition énoncée 
plus haut, puis que l’on a vu au N° 113 que fm (z'dx' — x'dz”), etc. 
représentent les projections de l’aire apparente décrite par le rayon 
vecteur. | 

En suivant la marche indiquée au N° 188, on parvient aussi à 
déterminer la somme des produits des masses par les projections 
des aires apparentes décrites par leur rayon vecteur, pour un plan 


quelconque faisant des angles (x, B, y) avec les plans coordonnés; on 
trouve de cette manière | 


S (C cos « + C’ cos 8 + C” cos y) t. 


Enfin on détermine, comme on l’a vu au même numéro, la direction 
du plan de projection passant par l’origine mobile, pour lequel la 
somme des produits des masses par les projections des aires apparentes 
décrites par les rayons vecteurs est un maximum, et on trouve que ce 
plan a une direction invariable dans l’espace, puisque l’on a 


C C’ C” 
COS & = —_—_— co = ———_—___——r COS = —————-: 


S 
V CCC V4 V4 : 


Laplace, à qui on doit ce théorème, a donné le nom de plan. 
invariable ® au plan dont on vient de fixer la direction, et il s’en est 
servi dans sa mécanique céleste pour y rapporter les positions variables 
des corps de notre système planétaire. 

490. Principe de la conservation du mouvement de rotation. — 
On peut donner une autre interprétation des trois équations des N°’ 188 
et 189. Si on les écrit de cette manière : 


D dy 1 m — a”, etc 
Tomas: di — & 9 ° 


Comme m © Ù m %, etc. sont les quantités de mouvement de la 


masse m parallèlement aux axes, il est visible que ces sommes ne 
sont autre chose que les moments des quantités de mouvement du 


eq de 


4) A la rigueur, le plan invariable de Laplace diffère un peu du plan maximum 
déterminé plus haut; car dans ce dernier on suppose les corps réduits à des points 
matériels, tandis que pour le plan invariable, on donne aux différents corps éélestes 
des dimensions finies et on tient compte de leur rotation autour de leur axe. 
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système par rapport aux trois axes, de même que > {xY — yX) sont les 
sommes des moments des forces (X, Y, Z), et ces trois équations 
apprennent que ces sommes restent constantes pendant toute la durée 
du mouvement, ce qui constitue le principe de la conservation du 
mouvement de rotation. À ce nouveau point de vue, le plan du maxi- 
mum des aires relatif à un centre de forces n’est autre chose que le 
plan perpendiculaire à celui de tous les axes passant par ce point, 
pour lequel la somme des moments est la plus grande, et la propriété 
du plan invariable s’énonce alors de cette manière : l’axe de la plus 
grande somme de moments passant par le centre de gravité d’un 
système de corps en mouvement ou par un point quelconque ayant 
un mouvement recliligne et uniforme, reste parallèle à lui-même 
pendant ce mouvement et ce plus grand moment est invariable. 

191. Principe des forces vives. — On a vu que dans tout système de 
corps en mouvement, il doit y avoir à chaque instant équilibre entre 
les réactions dues à l’inertie des différents corps, les forces extérieures 
et les forces intérieures, ce qui constitue le principe de Dalembert ; on 
peut donc appliquer le principe des vitesses virtuelles à ce système de 
forces et l’on est conduit ainsi à une équation d’une grande généralité, 
qui renferme toutes les lois du mouvement d’un système, pourvu que 
l’on y joigne toutes les équations de condition qui définissent les modes 
de liaisons, etc. 

Avant de poser cette équation générale, observons que si quelques 
unes des équations de condition contenaient implicitement le temps t 
ou toute autre variable changeant de valeur par une cause étrangère 
aux forces motrices du système, cette circonstance indiquerait qu’une 
certaine cause fait varier de grandeur et de position les liens intérieurs, 
et cette cause serait une véritable force dont il faudrait tenir compte 
dans l’équation des vitesses virtuelles. Cela posé, soient m, m’', m”, etc., 
les masses des points matériels auxquels sont appliquées les forces mo- 
trices, (x, y, z),... les coordonnées de ces points et par conséquent 

? 2 2 
—m me >) —Mm . >) — M = ge... les forces d'inertie parallèles aux 
axes, P, P', P”, etc., les forces motrices extérieures et intérieures, 
U, U’, U”, etc., les forces inconnues dont on vient de parler, pro- 
duisant les changements de forme indiqués par les équations de con- 
dition des liaisons ; l’équation des vitesses virtuelles sera 
2 ° 2 27 


d?x d d 
—_ Em —— Îx — 2 Qy — Sm— d >Udu — 
re x—>2m TC d'y 2m 02 + 2 Pop + Udu — 0, 
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dans laquelle dx, dp, du sont des déplacements infiniment petits quel- 
conques de m et des points d’application de P et de U estimés dans le 
sens des axes et de la direction de P et U, et soumis à la seule condi- 
tion d’être compatibles avec les conditions des liaisons. 

Cette équation fait connaître plusieurs propriétés dont jouissent les 
mouvements d’un système de corps, et qui sont indépendantes de sa 
forme. Observons que parmi les déplacements virtuels des points du 
système se trouvent évidemment compris, comme cas particulier, ceux 
qui ont lieu en réalité pendant l'instant dt; de sorte qu’en dé- 
signant par ds, dp et du ces valeurs particulières de ds, dp et du, on a 
toujours 


dx AL y 
im (Cr TE dx + 7 dy + 7 m %) —= >Pdp + zUdu, 


c’est-à-dire, 


me ds — 2Pdp - + zUdu, 


ds 21: 
ou bien, en remarquant que — est égal à v, 


dt 
2mvdv = 2: Pdp + zUdu. 


Si on suppose les conditions des liaisons indépendantes du temps et 
de toute autre variable modificative des conditions des liaisons, les 
forces Ü seront nulles et il viendra 


zmvdv = :Pdp. 


En intégrant depuis le temps {’ jusqu’au temps t{” et représentant par 
v, et v les vitesses de m à ces deux époques, on trouve enfin 


t 
EMV? — EMV,? == 2e] _Pdp. 


Si on se rappelle les définitions du N° 114, il est visible que cette équa- 
tion exprime que l'accroissement de force vive d’un système entre 
deux époques quelconques est égal au double de la quantité d'action 
développée par les forces motrices tant intérieures qu’extérieures, dans 
le même intervalle de temps, pourvu que les conditions des liaisons 
soient indépendantes du temps. 
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L’équation des forces vives se met souvent sous une forme différente 
de la précédente. Si dans l’équation des vitesses virtuelles on introduit 
les composantes suivant trois axes rectangulaires fixes (X, Y, Z) de la 
force P, appliquée au point qui a pour coordonnées (x, y, z), les mo- 
ments virtuels seront visiblement Xdx, Ydy, Zdz, et l'équation des 
forces vives deviendra 

t” 
Emvi — Em? — 25 | | (Xdx + Ydy + Zdz). 
{ 


On a vu aussi (N° 144) que la force vive gagnée par un corps n’est 
autre chose que le double de la quantité d'action développée par sa 
force d'inertie ; ce théorème peut donc être énoncé de cette manière : 
dans tout système de corps en mouvement, la quantité d’action due 
aux forces motrices tant intérieures qu’extérieures, est égale à la 
quantité d’action due aux forces d'inertie, pourvu que les équations 
de condition soient indépendantes du temps. 

Si les liens intérieurs sont inextensibles, les forces intérieures dis- 
paraissent de l’équation des vitesses virtuelles, puisqu'elles se font 
alors équilibre entre elles (N° 141) et que par conséquent la somme de 
leurs moments virtuels est nulle (voir la statique, N° 90). L’accroisse- 
ment de force vive est alors égal au double de la quantité d'action des 
forces motrices extérieures. 

S'il y a des liens élastiques ou des ressorts, en désignant par T leur 
tension et par { leur longueur, les moments virtuels seront de la 
forme Tot (N° 94) et les quantités d'action seront > / Td!t. 

192. Conséquences de l'équation des forces vives. — Il est à remar- 
quer que l'équation précédente ne peut servir à évaluer la force vive 
que lorsque Pdp est intégrable, c’est-à-dire, lorsque P est fonction 
d’une certaine variable p dont dp est la différentielle; vr on peut 
toujours considérer la force P comme émanant d’un certain centre 
pris dans sa direction, et en désignant par p la distance au point 
d'application de la force, il est visible que si ce centre est fixe, la 
différentielle ou le déplacement virtuel dp qui entre dans l’équation 
ne sera autre chose que la différentielle de la distance p et l'intégration 
de Pdp ne sera possible que si P est une fonction de p, auquel cas 
l'accroissement de force vive sera exprimé en fonction de ces 
distances p. Pour ce qui est des forces de ressort , l’intégration de Tdt 
sera toujours possible si la tension est fonction de son allongement. Il 
résulte visiblement de la forme de l’équation précédente que lorsque 
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les forces d’un système sont dirigées vers des points : 
fonctions quelconques des distances des points d’applica 
fixes, 4° l’accroissement de force vive entre deux épc 
pas des courbes que décrivent les points matériels, 
que de la forme du système aux deux époques, 5° la 
vient la même toutes les fois que le système reprend] 
ou plus généralement, toutes les fois que les dist 
points attirants du système redeviennent les mêmes, 
est à liens inextensibles et s’il n’y a pas de force mo 
la quantité de force vive reste invariable. 

L’équation des forces vives ne changerait pas s’il y. 
sieurs points fixes ou assujettis à demeurer sur des 
courbes ; car il faudrait introduire comme forces ext 
sistances dans l'équation des vitesses virtuelles, et on s 
sions n’ont pas de moment virtuel dans le premier cc: 
point d'application reste fixe, et dans le second, parce q 
normale à la surface ou à la courbe, son déplacemi 
normal à la direction de la force et par conséqu 
virtuel sera nul. Cette remarque n'est vraie que s 
pas compte du frottement. Dans le cas contraire il 
duire un terme de la forme /'Nfds, ou plutôt — y 
la pression, f le coefficient du frottement et ds l’élé 
décrit par le point d’appui. La différentielle Nfds € 
vement parce que le frottement agit toujours en sen: 
placement. Le plus souvent cette différentielle n’est 
mais sa valeur toujours négative indique que cette 
une perte de force vive. Il en serait de même d’un 
à la présence de l’air, puisque cette force agit aussi en 

mouvement. 

493. Équation des forces vives dans les mouvem 
Dans l’équation des forces vives précédente, les coo 
conséquent les vitesses sont rapportées à une origir 
immobiles. Si on désigne par (a, b, c) les coordonné 
mobile représentée par un point matériel m’ mu par le 
(A, B, C) et qu’on représente par (x’, y’, z’) les coord 
points m du système rapporté à des axes (X”, Y’, Z')F 
ciens axes fixes et passant par le point mobile m’, on : 


x=a+x, y—=b+y, 2=c+2z 
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En substituant ces valeurs dans l’équation différentielle des forces 


vives 


d?z 
Em (Ts de + C9 ay + de = 2(Xdx + Ydy + Zdz), 


celle-ci, après avoir tenu compte des équations du mouvement du 
point m', savoir 


ainsi que des trois premières équatious (N° 185) du mouvement d’un 
système mises sous la forme 


È Pa _ > d'a im dr _ EX, Zn gb + 5m T'Y. — 2Y,etc 
PR de de dm 
c’est-à-dire, en posant 2m — M 
d'a dx 2b y 
© + EM —— — +Èim—-—2©Y, ct 
M de >X, Mas + MTS Y,ete 


Œx ,, LT dz 
2m sd + PT dy + #) 


in jé (ne) (ne ms )ae 
m m m m m mm 


et en représentant par v la vitesse relative de m rapporté à l’origine 


. dx’ a CA 2 
mobile, c’est-à-dire, 6 ) + ( a) + e =): par(X’, Ÿ', 2’) 


les forces motrices relatives de m, c’est-à-dire, m (, —%)" 
Y DB . ee 
m (, — w) » etc. (voir le N° 115), on peut l'écrire ainsi 


2 mv'dv' = >: (X'dx’ + Y'dy' + Z'dz2’). 


On voit que l'équation des forces vives subsiste dans son entier dans 
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les mouvements relatifs, pourvu que l’on y introduise Îles forces mo- 
trices relatives. 

194. Équation des forces vives dans le cas d’une percussion. Théo- 
rème de Carnot. — S'il survenait une ou plusieurs percussions entre 
les corps du système, les forces auxquelles ces percussions donnent 
paissante devraient être jointes aux forces intérieures pendant la 
durée de la compression des corps choqués, puisque ces corps pour- 
raient être considérés comme liés l’un à l’autre pendant la durée de 
la percussion , et ces forces intérieures .ne doivent pas disparaitre de 
l'équation comme pour le cas de liens inextensibles, parce que la 
percussion est toujours accompagnée d’une compression et d’un appla- 
tissement des corps choquants et que par conséquent leur distance, 
ou le lien fictif qui les unit, doit être considéré comme variable de 
longueur. S'il y avait percussion contre un obstacle extérieur, la force 
qui en résulterait devrait être rangée parmi les forces extérieures ; 
on aurait donc dans les deux cas, en désignant ces forces par T, par 
dq l’applatissement total opéré dans le temps dt et dans les deux 
corps, c’est-à-dire, la diminution du ressort qui les unit, par v et V les 
vitesses immédiatement avant et après la percussion et par 7 sa durée, 


T °T 
EmV? — zmui — 2% Pdp + 25 \ Tdg 
0 0 


ou plutôt, en remarquant que les actions des forces motrices ordi- 
naires peuvent être négligées en présence des forces presqu'infinies 
‘ provenant de percussions, 


r 
2mV? — mr? — 2: Tdg. 
0 


Pour déterminer la valeur du second membre de cette équation, il 
faudrait connaitre la loi suivant laquelle varie pendant la compression 
la pression de deux corps qui se choquent, c’est-à-dire, connaître la 
valeur de T en fonction de q, ce qui permettrait d'intégrer Tdg. Mais 
cette loi ne nous est pas connue; cependant on peut affirmer que 


r 
27 | Tdq est une quantité négative, car pendant que deux corps se 
0 . 


compriment, les forces T qui agissent sur chacun d'eux, tendent à les 
éloigner l’un de l’autre, tandis qu'ils se rapprochent en réalité en se 
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comprimant; T et dq sont donc de signe contraire, le produit Tdg 
T 
est négatif et la somme de tous ces produits ou : | Tdg est néces- 


sairement une quantité négative. Il suit de là que dans un système 
en mouvement, toute percussion détermine une perte de force vive. 
Quoiqu'il soit impossible d’intégrer Tdg, on peut cependant trouver 


r 
la valeur de l’intégrale définie | Tdg; représentons par w et w’ les 
0 


vitesses que la percussion fait naître dans les points matériels m et m 
suivant la direction de la percussion, vitesses qui ne sont autre chose 


u . 
que = et mn AU est la mesure de la percussion. La force T ayant 


fait naître la force vive mw? + m'w'?, on aura 


T u u° 
2 | Tdg = mu? + mo? = — + —) 
0 m m 


ou plutôt, 


r 
parce que | Tdg est négatif. On a donc pour tous les corps qui 
0 


reçoivent des percussions simultanées, 
T , ’ 
25 Tdg — — 2 (mw? + m'w'?) 
0 


et par conséquent, 
EMv? — EmV? = + 2| — + — — È ————— y? 
m M 


, mm 


qui apprend que la force vive perdue par suite de percussions, esl 
égale à la somme des carrés des mesures des percussions divisés 
respectivement par la masse choquée. 

Ainsi, si le système se réduit à deux masses m, m ayant des vitesses 
primitives v, v’ et prenant à la suite de la percussion les vitesses 
Vet V',ona 


mot + m0 — mV? — m'V?— mu? + mu? — — U}, 
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et s’il n’y a qu’un seul point qui vient se heurter contre un obstacle - 
extérieur fixe, 
2 


mu? — mV2 — mu — 7. 
m 

Dans le premier cas la valeur de w doit être celle qui est donnée au 
N° 178; dans le second, il faudra y faire M, A’, B’, C’ infinis et W7 
nul, pour exprimer que le corps M’ reste immobile. 

Le théorème qu’on vient de démontrer est ordinairement énoncé 
d’une manière un peu différente. Puisque v est la vitesse de m avant 
la percussion, w la vitesse engendrée dans m par la percussion et V 
la vitesse de m après la percussion, il est visible que cette dernière 
vitesse est la résultante de v et w; si donc on décompose la vitesse v 
en deux autres, dont l’une soit V ou la vitesse qui a réellement lieu 
après la percussion, la seconde composante sera égale et directement 
opposée à w. Appelons cette seconde composante, vitesse perdue 
par m, par suite de la percussion ; l'équation précédente pourra être 
énoncée de cette manière : la quantité de force vive perdue dans un 
système en mouvement, par suite de percussions, est égale à la somme 
des produits de chaque masse choquée par le carré de sa vitesse 
perdue. Ce théorème est dû à Carnot et porte son nom. 

495. Maximum et minimum des forces vives. — Reprenons l’équa- 
tion des forces vives, en supposant les conditions des liaisons indé- 
pendantes du temps, savoir : 


Emvdv = >Pdp ou zmv? — 25 f Pdp + C. 


Si les forces P sont fonctions des distances p, = /Pdp sera une fonc- 
tion de p, p’, etc. et la force vive du système atteindra son maximum 
ou son minimum toutes les fois que sa différentielle, c’est-à-dire zmvdv, 
et par conséquent, la dérivée de la fonction de p, p', p”..., sera nulle, 
ou quand les forces satisferont à l’équation 


EPdp = 0, 


dont le premier membre est la différentielle de x fPdp; or il est 
visible que cette équation subsistera toutes les fois que le système 
passera par une position telle que les forces motrices appliquées seules, 
(abstraction faite des forces d'inertie) se feront équilibre et que par 
conséquent le système se mouvra pendant un instant en vertu des 
seules vitesses acquises; car si on applique aux forces P, P', etc. 
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le principe des vitesses virtuelles, cn prenant pour vitesses virtuelles 
les déplacements infiniment petits effectifs opérés pendant l'instant dt, 
on trouve pour condition de cet équilibre 


2Pdp = 0. 


Il suit de là que fout système en mouvement atteint son maximum 
ou son minimum de force vive toutes les fois que les corps passent 
par des positions ow les forces motrices appliquées seules se font 
équilibre par l'intermédiaire des liaisons du système. Puisqu’après le 
passage par un maximum de force vive, cette quantité doit commencer à 
diminuer, et qu’elle augmente au contraire après un minimum, on 
voit que si à l’une de ces deux époques on imprime au système une 
force vive totale très petite, dans le premier cas cette somme de forces 
vives composée de termes essentiellement positifs, ne prendra plus 
une grandeur finie, tandis que dans le second rien ne limitera cet 
accroissement; d’où il suit que dans le premier cas aucun point du 
système ne prendra une vitesse finie, tandis que dans l’autre, ces vi- 
tesses pourront croitre indéfiniment. Mais l’accroissement de force 
vive est égal au double de la quantité d'action des forces motrices; 
ces quantités restent donc très petites ou peuvent croître indéfiniment 
dans les mêmes circonstances et comme celles-ci sont représentées par 
les intégrales des forces multipliées par leurs déplacements élémentai- 
res, intégrales qui comme on sait (traité d'analyse, page 281) sont re- 
présentées par les valeurs moyennes des forces multipliées par leur 
déplacement total, on en conclut que dans le premier cas ces déplace- 
ments resteront tous infiniment petits, tandis que dans l’autre cas, ils 
pourront croître sans limite, ce qui signifie que s’il y a maximum, le 
système ne s’écartera qu’infiniment peu de la position d’équilibre, tandis 
qu’il pourra s’en éloigner indéfiniment quand il y a minimum. On dit 
qu'un système est dans un état d'équilibre stable, si après l’avoir 
dérangé infiniment peu de sa position d’équilibre, il ne tend pas à 
s'éloigner indéfiniment de cette position ; l'équilibre est dit au con- 
traire instable lorsque le système peut s’en éloigner indéfiniment. Il 
suit de là qu’il y a maximum ou minimum de force vive suivant que 
les forces motrices sont dans un état d’équilibre stable ou instable. 

Cette proposition importante peut être établie d’une manière plus 
rigoureuse comme suit : supposons que l’on ait 


2 J'Pdp = + (p, p', p'….) + C 
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et par conséquent, 


Em — 2mv? —= 2p (p, p', p'..…..) — 2 (Po Pos Pu'-..) 


EM, Pos Po... Se rapportant au moment { — O0 où les forces se font 
équilibre, et Zmv°?, p, p’.…. se rapportant à un instant t après le pas- 
sage du système par une position d'équilibre. Remplaçons p, p', p'.…… 
Par Po + ZX, Po + x'....; si On développe + (Po + %, po + x.) en 
série suivant les puissances croissantes de x, x’, x”... (traité d’analyse 
N° 124), cette fonction pourra se décomposer en deux parties l’une 
Cgale à p(Po; Po x Po ....), l’autre que nous désignerons par (x, x”, x”..…..) 
et qui s’évanouit avec x, x’, x’’...; l'équation des forces vives devient 
ainsi 


Z mr — 2mv — 2h (x, x, x”....). 


Il est visible que zmv.° est un maximum ou un minimum suivant que 
$ (x, x’, x”....) est négatif ou positif pour des valeurs croissantes de 
x, &’, x"... à partir de zéro. Or. je dis que dans le premier cas, si l’on 
trouble infiniment peu le système en équilibre, c’est-à-dire, si on lui 
imprime des vitesses v, %,... très petites, celui-ci ne s’écartera qu’in- 
finiment peu de la position primitive, ou en d’autres termes, que 
x, x’, x’... et par suite Ÿ(x, x, x”...) toujours négative n’attein- 
dront pas des valeurs finies r, 7’, r”.... et 4 (r, r’,r”...); en effet 
les vitesses initiales v, 1%... étant aussi petites que l’on veut, on 
peut faire en sorte que 


Emo € — 24 (r, r’, 7...) 


et si au bout d’un certain temps après cette perturbation, x, x’, x”... 
2 9 2 
pouvait devenir r, Tr’, r”’... on aurait aussi l'égalité 


Emo — 2 m0? = 24 (r,r, r”....). 
Celle-ci combinée avec l'inégalité précédente conduirait à 
mr? 0, 


résultat absurde, puisque le premier membre se compose de termes 
tous positifs. Dans le cas du minimum, 4 (x, x, x”....) est positif pour 
des valeurs croissantes de x, x’, x”... et Lagrange démontre dans la 
Mécanique Analytique que ces quantités prennent nécessairement des 
valeurs finies. 


LL d 
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496. Maximum ou minimum de forces vives dans une machine à 
poids, à liens inextensibles. — S'il s’agit d’une machine à liens 
inextensibles et n’ayant pour forces motrices que des poids, on 
peut distinguer le maximum du minimum par .un autre caractère. 
En prenant l’axe des Z vertical et dirigé vers le bas, et désignant 
par z, z, etc. les distances de m#, m’, etc. au plan des (X, YŸ), on 
aura, parce que toutes les forces sont parallèles à Z et égales à 


mg, m'y; etc., 


zmu = C + 2g2mz. 


Or, si on désigne par M la masse totale et par z, l’ordonnée du centre 
de gravité, on sait que l’on a 


2 mz = Mz; 
on a donc aussi 


zmv? = C + 2qMz, 


qui apprend que dans une machine à poids en mouvement, la force 
vive sera la plus grande ou la moindre possible toutes les fois que le 
centre de gravité de tous les poids sera le plus bas ou le plus haut 
possible. Dans ces deux positions les poids se font équilibre et eet 
équilibre est stable ou instable suivant que le centre de gravité est le 
plus bas ou le plus haut possible. 

Si par exemple on fait rouler un corps pesant sur un plan incliné, 
son centre de gravité décrira une courbe et la force vive du corps sera 
un maximum ou un minimum toutes les fois que ce centre se trouvera 
placé en un des points de la courbe où l’ordonnée verticale est un 
minimum ou un maximum. 

197. Équation des forces vives dans les mouvements relatifs. — 
Supposons le système rapporté par des coordonnées (x, y, z).... à des 
axes rectangulaires fixes dans l’espace et par des coordonnées (x”, y’, 
z').…., à des axes rectangulaires mobiles dans l’espace et parallèles aux 
premiers. En désignant par (a, b, c) les coordonnées variables de l’ori- 
gine mobile, on aura 


x=a+x, y—=b+y, 2=c+7 


et l’équation des vitesses virtuelles du N° 491, mise sous la forme 
suivante, dans laquelle (X, YŸ, Z) sont les forces extérieures, P les 
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forces intérieures et p les distances mutuelles des points du 
système , 


dx dy d?z 
— 2m 0x — EM ps dy—2m de 


+ 2Xdx + 2 Ydy + 2Z0z + = Pop + = Udu — 0 


devient en substituant, 


d°x d'a dix d'y, db, 
d'y d'z dic,, d?z , 
— jm de — mor —im oz ÈM 00 + >2X (dx + da) 


+ EY (dy + db) + 22 (27 + dc) + zPdp + zUdu — 0 


da 
ou plutôt, en observant que da, *T UE sont des facteurs communs 


our tous les points d tè î En dx dy 
P s poin u système et que PTE Ts 


égaux à 2X, = Y... (N° 185), 


dx, Œy ,, diz',, da\,, 
TÈM 0x im y 2m x 9 + (x -nT)e 


+2{Y m dy +z:(Z mc dz'+ 2Pop + zUdu — 0 
de)" dt P _ 


dont la forme est identiquement la même que celle de l’équation pri- 
mitive, si ce n’est que les coordonnées absolues (x, y, z) sont remplacées 
par les coordonnées relatives (x, y’, z’') et qu'aux forces absolues 
2 
(X, Y, Z) on substitue les forces relatives É — ne) se On conclut 
de là qu’en général toutes les propriétés des mouvements absolus d’un 
système subsistent encore dans les mouvements relatifs; ainsi, si l’on 
remplace les variations arbitraires dx’, dy’... dp, du par les accroisse- 
ments différentiels dx’, dy’. dp, du que prennent réellement x’, y. 
p, u pendant l'instant dt et qu’on représente par (X’, Y’, Z’) les forces 
extérieures relatives, l’équation des vitesses virtuelles devient, en 


D0 
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supposant les équations de condition indépendantes du temps, ee qui 
fait disparaitre U, 





d?x , dy , d?z , 11 » 1.7 D A0 
in (Te dx' + ae 4 TE d)=2x dx'+ Y'dy'+ Z'dz”) + 2:Pdp 
et si l’on intègre cette équation entre deux époques t et £, en désignant 


par v et v’ les vitesses relatives du point m à ces deux instants, il 
viendra 


L 
2mv? — 2m? — 25 | (X'dx’ + Y'dy' + Z'dz’) + 25 | Pdp. 
[4 t 


Les produits mu, X’dx’..….. et l'intégrale X'dx’ sont appelés par 
t’ 


analogie, la force vive relative du point m, la quantité d'action rela- 
tive élémentaire de X’ et la quantité d’action relative de X’ entre les 
époques £’ et £; cette équation exprime donc que l'accroissement de 
force vive relative d’un système entre deux époques est égal au double 
de la quantité d’action relative des forces extérieures augmenté du 
double de la quantité d’action des forces intérieures. Cette équation, 
qui coustitue le principe des forces vives relatives, est en tout point 
semblable à celle trouvée au N° 191 pour les forces vives absolues. 
Quand x (X’dx’ + Y'dy’ + Z'dz') est la différentielle exacte d’une fonc- 
tion #(x’, y’, z.…..) et que P... sont des fonctions de p..., en désignant 
Par Lo, Yo To... Po les valeurs de x’, y’, 2’... p à l’époque t, elle 
prend la forme 


20? — 2mv? — 2o (x, y’, 2...) — 2p (ao, Yo Zoe) + 2EŸp — 254po 


et en considérant ?’ comme une époque fixe et { comme une époque 
variable quelconque, on conclut de cette équation que la force vive 
relative zmv”°? d’un système reprend la même valeur toutes les fois 
que x’, y’, z'… et p.…. reprennent les mêmes valeurs, c’est-à-dire, 
toutes les fois que les positions relatives des différents points du 
système redeviennent les mêmes. Si le système se meut sans forces 
motrices relatives et si les liens intérieurs sont inextensibles, (X’, 
Y’, 2°)... P.... seront nuls et la quantité de force vive relative reste 
invariable. 

498. Usage de l’équation des forces vives dans le calcul de l'effet 
des machines. — Calculer l'effet d’une machine, c’est estimer la quan- 
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tité de travail qu’elle peut produire pendant un temps donné. Tout 
travail d’une machine, dans le sens vulgaire de ce mot, s'obtient 
en surmontant une résistance exercée contre un point en mouve- 
ment et ce travail est proportionnel à l'intensité de la résistance 
et au chemin que décrit son point d'application dans le sens de 
cette résistance. C’est ainsi que le travail destiné à élever de l’eau 
est proportionnel au poids de l’eau et à la hauteur à laquelle elle 
est élevée; le travail fait par un rabot est proportionnel à la ré- 
sistance du bois et au chemin parcouru par le rabot. On peut 
donc évaluer un travail par le produit d’une force par un chemin 
parcouru. 

On nomme travail élémentaire d’une foree, le produit de cette 
force par la quantité dont elle avance ou recule pendant l’élément de 
temps dt; un travail élémentaire est donc exprimé par Pdp. Le travail 
de la même force P pendant un temps fini est la somme des pro- 
duits Pdp prise pendant ce temps, c’est-à-dire, qu'il est l'intégrale 
de Pdp prise dans cet intervalle. 

Cela posé, considérons une machine quelconque dont toutes les 
parties sont liées par des liens inextensibles, afin de ne pas devoir 
tenir compte des forces intérieures. Parmi les forces qui agissent sur 
cette machine en mouvement, les unes ne sont autres que celles qui 
y ont été appliquées pour la mettre en mouvement. Nous les appelle- 
rons forces mouvantes; les autres proviennent des efforts que la 
machine est destinée à produire et des obstacles qu’elle doit 
vaincre pour rester en mouvement. Nous les appellerons forces ré- 
sistantes. 

Il y a encore une troisième espèce de forces qui proviennent de ce 
que les différents points de la machine, ayant acquis une certaine 
vitesse, tendent à la conserver indéfiniment sans altération. Ces forces, 
qui peuvent maintenir quelque temps le mouvement de la machine, 
se nomment forces d'inertie. 

On a vu (N° 141) que dans tout système de forces à liens inexten- 
sibles, le travail élémentaire des forces d'inertie est égal au travail 
élémentaire des forces motrices; on a donc dans toute machine en 
mouvement, en désignant par m, m’, etc., les masses des différentes 
parties de la machine, par v, v’... leur vitesse, par P, P’.... les forces 
mouvantes, par dp, dp', ete. ‘leurs déplacements pendant dt, par 
Q, 9’, Q”, etc. les forces résistantes et dg, dg', etc. leurs déplacements, 


2mvodv = 2 Pdp + =Qdgq, 
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ou en intégrant depuis le temps t jusqu’au temps #’ et désignant 
par V, V'.... les vitesses initiales de m, m’, etc. 


t’ 
1 Emv? — nv =>? | Pdp+z Qda 
2 2 î 


4 


dans laquelle le premier membre représente la moitié des forces vives 
gagnées entre les deux époques ou, ce qui est la même chose (N° 414), 
le travail des forces d'inertie. Remarquons que le mouvement de la 
machine ayant lieu dans le sens des forces mouvantes et en sens 
inverse des forces résistantes , il en résulte que Pdp est positif et Qdq 
négatif ; l'équation précédente prend donc toujours la forme 


1 1 l d 
gemt— jm 2( Pdp — | Qdg. 
l 

Telle est l'équation générale des forces vives employée dans la 
théorie des machines; elle exprime que pendant un intervalle de 
temps quelconque, la quantité de travail des forces d'inertie ou 
la moitié de l’accroissement des forces vives est égale à l’excès du 
travail des forces mouvantes sur celui des forces résistantes. 

On a donné aux sommes >Pdp et >:Qdg différentes dénominations, 
telles que quantités d'action élémentaires, effet dynamique, etc. 
Nous leur laisserons, d’après M. Coriolis, la dénomination de quantité 
de travail élémentaire des forces mouvantes et résistantes, ou travail 
moteur et travail résistant. 

On tire de l’équation des forces vives la valeur suivante : 


' ’ 
: Qdg — :| Pdp — 5 (Emot — 2mV®), 
t A : 


c’est-à-dire, que le travail résistant est toujours égal au travail moteur 
diminué de la moitié de la force vive qui a été introduite dans les 
organes de la machine pendant un certain intervalle de temps. 

Si le temps t est compté à partir du moment où la machine était 
immobile, 2mV* sera nul et il viendra 


t t 1 
:| Qg =: | Pdp — —zmu?. 
0 0 2 
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On voit donc qu’à une époque quelconque, le travail résistant de la 
machine est inférieur au travail mouvant, de la moitié de la force vive 
qui l’anime. D’un autre côté, si, à une certaine époque, les forces 
motrices cessent d'agir et que le mouvement continue par le seul effet 
des forces d'inertie, on aura pour le travail résistant obtenu depuis 
cette époque jusqu’à l’entière destruction des mouvements, 


z j Qdq =; 5m 


c’est-à-dire, que le travail résistant fourni par les forces d'inertie est 
égal à la demi-somme des forces vives qui animaient la machine. En 
rapprochant ce résultat du précédent, on voit qu’en évaluant le travail 
d’une machine depuis sa mise en mouvement jusqu’au repos, son 
travail résistant sera toujours égal à son travail mouvant. 

Si la force mouvante est un poids P qui descend et la force résistante 
un poids Q qui s'élève, P et Q seront constants et il viendra 


5 Emo — Pp — Qg, 


p et q seront évidemment les hauteurs dont P et Q seront descendu 
et monté depuis le commencement du mouvement. On tire de là 


Qq = Pp — 5 mu, 


c’est-à-dire que, quelle que soit la machine employée pour soulever 
un poids au moyen d’un autre poids, le produit du poids soulevé, par 
la hauteur à laquelle on l’aura élevé est toujours inférieur au produit 
du contrepoids par la hauteur dont celui-ci est descendu, d’une quan- 
tité égale à la moitié de la force vive qu’on a communiquée aux parties 
de la machine. 

199. Travail utile. Travail perdu. Unité dynamique. — Observons 
que le travail résistant se compose du travail que la machine est 
destinée à produire, ou travail utile, et du travail résultant des 
frottements, de la résistance de l'air, etc., qui sont autant de forces 
s’opposant au mouvement. Si donc on réserve la lettre Q pour les 
forces qui produisent le travail utile et si on désigne par R celles qui 
proviennent des résistances passives proprement dites et qui ne pro- 
duisent qu’un travail perdu, il viendra 

1 1 d L' P 
= Zmur — = zmVi— z| Pdp —2| Qda -2| Rdr, 
2 2 
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d’où l’on tire 


v t 4 
:| Qdg =? | Pdp — :| Rdr — s (z mu? — zmVi), 
t t t 

c’est-à-dire, que le travail utile d’une machine pendant un certain 
temps est égal au travail moteur diminué du travail des forces passives 
et de la moitié de la force vive qui a été ajoutée aux organes de Îa 
machine pendant ce temps. 

Si les intégrales sont prises depuis le moment où la machine est 
mise en mouvement jusqu’au moment où elle s'arrête, il viendra 

d l l 
:| Qdg =? | Pdp —2| Rür. 
t t { | 
Cette équation exprime que le travail utile est toujours inférieur au 
travail moteur d’une quantité égale au travail des frottements, etc. 
Comme on ne peut soustraire une machine aux actions de ces der- 
nières forces, on voit que toute machine produit nécessairement un tra- 
vail utile inférieur au travail des forces qui la mettent en mouvement. 

Il est visible que x / Qda représente toujours une force multipliée 
par une ligne droite parcourue par son point d’application , et comme 
toute force peut être assimilée À un poids, cette somme peut toujours 
être assimilée à un poids multiplié par une certaine hauteur à laquelle 
on l’aurait élevé. Pour rendre ces intégrales comparables dans les 
différentes machines, on a adopté pour unité de travail le produit de 
1000 kilogrammes par une hauteur de 4 mètre, c’est-à-dire, qu’une 
machine aura produit un travail égal à l’unité lorsque son travail utile 
sera égal au produit de 1000 k. par 4" de hauteur. On a donné à ce 
produit le nom d'unité dynamique. 

200. Principe de la moindre action. — L'expression générale de la 
variation d’une intégrale définie (N° 311 du traité d’analyse) conduit 
à un principe important de mécanique, connu sous le nom de principe 
de la moindre action qui consiste en ce que, entre deux positions 
par lesquelles passe à deux époques quelconques, un système de points 
matériels soumis à l’action de forces motrices, les vitesses acquises et 
les courbes décrites par les différents points sont celles pour lesquelles 
la somme des intégrales des produits de la masse de chaque point par 
la vitesse et par l’élément de la courbe décrite, ces intégrales étant 
prises depuis les premières positions jusqu'aux secondes, est un mini- 
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mum, pourvu que Z2(Xdx + Ydy + Zdz) soit une différentielle exacte, 
ou pourvu que les forces vérifient le principe de la conservation des 
forces vives. En d’autres termes, cette somme d’intégrales prises pour 
les courbes que suivent en réalité les points matériels du système est 
moindre que pour tout autre mode de déplacement entre les deux 
mêmes positions extrêmes, obtenu soit en rendant fixes certains points, 
soit en les assujettissant à glisser sur des courbes fixes, soit enfin en 
introduisant de nouvelles liaisons entres les points, pourvu que celles-ci 
soient de longueur invariable. En désignant par (x, y’, z') et (x”, y”, z") 
les coordonnées extrêmes de la courbe décrite en réalité par l’un des 
points m du système, cette somme est représentée par 


” x” 

D) | ,Mmvuds = 2 moy + p? + p'dzx; 

x x 

il faut donc démontrer que des variations quelconques infiniment 
petites introduites dans la forme des courbes passant par les deux po- 
sitions extrêmes et dans les vitesses, ne produisent dans l’intégrale 
précédente aucun accroissement ou aucune variation, c’est-à-dire, que 
l’on a 


x” 
sx | mo y/1 + p? + p' dx —0 


x’ 


ou 
x” 
sa | moy 4 + pi + p'dx = 0. 
x 


Pour le démontrer, remarquons que dans cette somme d’intégrales 


définies, chaque fonction mvy/1 + p° + p? contient trois variables 
fonctions de x, savoir v, p et f fonctions de y et z; on a donc, en re- 


présentant moy À + p° + pà par V et en prenant séparément les 
variations pour chaque point matériel, sauf à les réunir ensuite, 


——— dd dv dV 
V = my + p° + p}, g > CL. = mA + pt +p, 


dv mvp dV MD, 


dp ETES dp, TE pP+pi 
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L'intégrale définie qui entre dans l’expression de la variation de 


x” 
| moy/1 + p° + p°dx (319 du traité d'analyse) est done 
x’ 


x"! 

a) 76 à 

x dx V1+p+p: dx VA+p+p: 
+m/Te pe pis" | de 


ou, en remplaçant y1 + p° + p}, A, 4’ et A” par leur valeur ® , 


d 
dy — pdx, dz — pdx, et du — pdx, dans laquelle p représente , 


dx 
x” dy , dz 
|. | mas dv — mpds — pd (ms à) — p,d (mo TL 
dy dz 
— d (me à) dy — d (me) o | . 


ds 
Cette intégrale devient en remarquant que Ya pour valeur — Ù 


x” d'y _ d'z x 
m [. | ve — LL TS dr (nb 7 ad — TE a )e | dt, 


et si l’on remarque que l’on a 


= G)+G)+ QG) 


et par conséquent en différentiant, 





d'y d?z dx 
vdv — —= dy— 7x dr; dx, 


l'expression précédente prend la forme 


» 


T dx dy d'z ,\ 
m [_ (ve — TE Ÿ 3x — de — dy — de o) dt, 
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ou plutôt, en désignant par ft’ et {” le temps au moment du passage du 
système par les deux positions extrêmes, 


2 dx dy d?z 
m |. CET —m#)at 


Cette intégrale ne se rapporte qu’à la seule masse m; si l’on prend 
les valeurs analogues pour les autres masses m’, m” etc. la somme des 
intégrales définies qui entre dans l’expression de la variation de 


x” 
| moy À + p? + p'dx 
x’ 


deviendra, en observant que les limites {et {”’ sont les mêmes pour 
toutes les masses, 


o d'x d? d?z 
[, (emvie — im de dx — Èm-s dy — EM #) dt. 


Or, je dis que la quantité comprise entre les parenthèses est nulle, 
pourvu que les forces tant intérieures qu’extérieures, représentées par 
(X, Y, Z), soient telles que 


2(Xdx + Ydy + Zdz) 


forme une différentielle exacte d’une fonction des coordonnées con- 
siderées comme indépendantes; en effet en représentant l’intégrale par 
g(x, y,z), le principe de la conservation des forces vives donnera 


2mv° = 29 (x, y, 2), 


équation qui subsiste après comme avant la perturbation, puisque les 
forces restent les mêmes, et qui n’est pas altérée par l'introduction 
de nouveaux liens intérieurs (pourvu que ceux-ci soient inextensibles), 
puisque l’on sait (fin du N° 189) que les forces provenant des liaisons 
de cette espèce n’entrent pas dans l’équation des forces vives. Il suit 
de là que le second membre ne contient d’autres variables que les 
coordonnées (x, y, z), etc. et que par conséquent sa différentielle et 
sa variation sont identiques; on a donc 
Emvudv = 2 (as + # ay + que) 
x dy dz 


D 
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et en écrivant dv, dx... au lieu de dv, dx. 
d 
cm a + A) 
dy d 
ct par suite, 
2mvdv — 2X0x + 2Ydy + =Z0z, 
attendu que = (Xdx + Ydy + Zdz) est la différentielle totale de 
9 (x, y, z). D'un autre côté, le principe des vitesses virtuelles donne 


entre les forces motrices (X, Y, Z) et les réactions dûes à l’inertie qui 
leur font équilibre , la relation 


dx d?z 
(x ma se+3(v— nos) y +2(2-m0 s )# 0; 


on a donc 


3 
Zinvdv — 2m . À dx + 1m DJ dy + 1m DE de, 


ce qui fait disparaître complètement l'intégrale définie qui entre dans la 


, 
variation de | >zmvwds, dont il ne reste que les termes qui se rap- 
x’ 
portent aux limites, savoir 


LL 1 [nr 11 
ere DE 
V1 + pt + p" 


’ 2 
am (e Vi+p+p — I) 8e 
V1+ pi +p* 


+ 2m 5m LP y 
+ sm Pr de” — 2m "Pr 37, 


ou bien en réduisant, 


ZE —_—"" (dx" + p'dy" + p/8z”) 
VA + pe + p° 
— © nu (dx + p'dy + p'dz), 
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ou enfin 
dx” ww » dz” , dz 
im da" + PTE dy Te) (rer +à ray qd ). 
parce que l’on a 
" ,} 
T° dx VA + Pt + pt. 


Comme les positions extrêmes des différents points sont invariables par 
hypothèse, les variations dx”, dy”, dz”, etc., dx’, dy’, dz’, etc. sont 
nulles et l’on a par conséquent 


| 


x 
CD) | mvuds —= 0, 
x’ 
x" | 
d’où l’on conclut que | mvds est en général ou un maximum ou 
x 


un minimum. 

Il est à remarquer que les termes aux limites peuvent disparaître et par 
conséquent, qu’il peut y avoir maximum ou minimum sans que les va- 
riations dx”, etc. soient nulles ou sans que les positions extrêmes soient 


dt dt 


nul aux deux limites, ce qui a lieu, par exemple, pour deux positions où 


, 


les points extrêmes sont immobiles, puisqu’alors les vitesses ——;> etc. 


dt 
sont nulles. Cette condition est aussi remplie dans les positions du 
système où les quantités de mouvement des points extrêmes se font 
équilibre, puisque les équations des vitesses virtuelles, appliquées à ces 
quantités de mouvement ou à des forces équivalentes, sont visiblement 


dx” dy" ou dE en 
am (TE dr” + dy +7 dz }—0, 


dx’ dy" ,, . 
3m (Te + D sy + Ter )= 0. 


Comme des quantités de mouvement appliquées à des points fixes sont 
aussi détruites, on peut dire d’une manière générale que dans 
le mouvement d’un système, x: f muds a une valeur maxima ou 
minima entre deux positions pour lesquelles les quantités de mouve- 
ment extrêmes, appliquées seules aux points matériels extrêmes, soit 
fixes, soit variables, s’entredétruisent. Cette propriété subsisterait 


invariables ; il suffit en général que 5m (% ÊT + — dy dy + _ o) soit 
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encore si quelques-uns des points étaient assujettis à demeurer sur des 
surfaces; car dans ce cas tous les raisonnements précédents seraient 
encore vrais et par conséquent la variation de l'intégrale définie 
s'évanouirait encore. Quand le système se réduit à un point matériel 
glissant sans force motrice entre deux points fixes sur une surface, 
on sait que la vitesse est constante ; d’où il suit que c’est alors / ds, 
c’est-à-dire, l’arc s décrit qui est maximum ou minimum. 


4 


x 
La somme d’intégrales : | mvds peut être mise sous la forme 
x’ 


t’’ 

| zmv°dt en remplaçant ds par vdt, et comme zmvw° est la quantité de 

t’ 

force vive qui existe à une époque quelconque, on voit que le principe 

de la moindre action consiste en ce que le passage du système d’une 

position donnée à une autre position donnée se fait de manière que la 

quantité de force vive intégrée par rapport au temps entre ces limites, 

est un minimum ou un maximum. Si.le système se meut sans forces 

motrices, on sait que Zinv° est invariable et l’intégrale définie devient 
t” 

Emv?\ dt (Et — 1) zmv'; c’est donc alors t” — {” qui est maximum 
t 

ou minimum, c’est-à-dire, que le passage d’une position à l’autre se 

fait dans le moindre temps possible. 

Nous ne nous arréterons pas à rechercher les caractères généraux 
auxquels on peut reconnaître qu’il y a maximum ou minimum, parce 
que cette distinction sera ordinairement facile dans chaque application. 
Bornons-nous à remarquer que, sauf quelques cas particuliers tels que 
ceux où les points sont assujettis à demeurer sur des surfaces fer- 
mées, les questions en général ne comportent pas de maximum, 
attendu qu'il est visible qu’on peut faire croître indéfiniment ces inté- 
grales en allongeant les courbes décrites. 

201. Applications du principe de la moindre action. Lois de la 
réflexion et de la réfraction de la lumière. — Le principe de la 
moindre action peut servir à trouver les équations du mouvement d’un 
système de corps; mais comme son existence est soumise à de nom- 
breuses restrictions, son usage est beaucoup plus borné et moins com- 
mode que celui du principe des vitesses virtuelles. Nous nous borne- 
rons à l’appliquer à la recherche de la loi de la réflexion et de la 
réfraction de la lumière dans l'hypothèse de l’émission. 
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1 A 
Supposons qu’une molécule lumineuse émanée d’un point B (fig. 116) 
soit réfléchie par l’axe des X au point D et arrive au point GC; soit m 
sa masse, BDC sa trajectoire et s une portion quelconque de sa lon- 
gueur comptée à partir du point B et v la vitesse de l’émission. On 
devra avoir entre les points extrêmes B et C, 


x" XL” 
| mvds— 0 oubien à | ds — 0, 
x E 4 


parce que le rayon restant dans le même milicu, la vitesse est constante; 
x” 
mais\ ds n’est autre chose que le chemin total parcouru, c’est-à-dire, 
x’ 
BD + DC ou s + s’; on a donc 
d (8 + 5) — 0, 


ou bien en représentant AD par x, 


dx — 2) + y3 + x" — x)? + y"?] — 0. 
En prenant la variation ou la différentielle par rapport à x, on trouve 


x — x x” — x 


"— x bD  cD 
s Ts BD CD 

Cette proportion fixe la position du point D ct il est facile d’en 
conclure que les angles d'incidence et de réflexion BDb et CDc sont 
égaux. 

Si la molécule lumineuse émanée du point B arrivait au point C’ en 
passant d’un milieu dans un autre séparés par l’axe des X, en appe- 
lant v la vitesse constante de la propagation de la lumière dans le 
premier milieu et v’ dans le second, l’équation de la moindre action 
donnerait encore 


c'est-à-dire, 





mn 


x 
e] | mvds = 0, 
x’ 


d'où l’on tire en prenant l'intégrale d’abord depuis B jusqu’à D et 
ensuite depuis D jusqu’à C’, 


d'{us + v's) — 0. 
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on tire de là comme précédemment 


(ox — 2) + y3 + v'p/{x" — x} + y3) = 0, 


et en effectuant la différentiation , 


vG— x) x) A ed Ge — 5) ou bien v Do = v De 
8 8’ BD CD 
EE’ étant une normale à l’axe des X,ona 
Db  . nn, Dc. 
sin BDE — ED? sin C'DE = Cp; 
il vient donc 
sin BDE _v 
sinC'DE vw 


Comme v et v’ sont des constantes , on conclut de là que le rapport des 
sinus des angles BDE et E’DC’ est invariable et par conséquent que 
dans le passage du rayon lumineux d’un milieu dans un autre, le 
rapport des sinus des angles d’incidence et de réfraction est invariable. 
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Théorie du choc des corps élastiques ou imparfaitement élastiques. — Mesure 
du choc de deux corps. — Choc de deux sphères. — Détermination par l’expé- 
rience du coefficient d’élasticité dans le choc de deux sphères. 


202. Théorie du choc des corps élastiques ou imparfaitement 
élastiques. — Jusqu'ici on a supposé que lorsque deux corps viennent 
se choquer, ïls s’aplatissent d’une certaine quantité au point de 
contact et que pendant cette compression il se développe entre eux 
une force variable de grandeur, qui finit par s’évanouir quand la 
compression est à son maximum. Nous avons appelé ce phénomène 
percussion; mais dans tous les corps connus, cette percussion est 
suivie d’un autre phénomène qui consiste en ce que, aprés la compres- 
sion, les deux corps tendent à reprendre en partie leur première 
forme, en recommençant à se presser mutuellement avec une certaine 
force qui, après avoir été en croissant pendant quelque temps, finit aussi 
par s’évanouir. Nous appellerons choc l’ensemble de ces deux effets. Si 
cette seconde compression n'avait pas lieu, ou si les corps ne tendaient 
pas à reprendre leur première forme après la percussion, les corps 
seraient dits non élastiques. Cette seconde partie, qui constitue la 
détente des corps, est dûe à leur élasticité. Tous les corps sont doués 
de cette propriété, quoique à des degrés bien différents ; tous tendent 
à reprendre leur première forme en exerçant de nouveau un effort 
plus ou moins énergique contre ceux qui ont servi à les comprimer; 
mais en général ils ne reprennent qu’en partie leur forme primitive, 
et le rapport de l’étendue de cette détente à l’étendue de la compression, 
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aussi bien que le rapport de l'intensité de la pression avant et pen- 
dant la détente, forment les éléments essentiels de la mesure de 
l’élasticité d’un corps. 

Pour soumettre au calcul le phénomène du choc, on admettra 
4° que pour tous les corps, la durée de la détente est la même que 
celle de la percussion, 2° que dans les deux parties du phénomène 
la pression varie suivant la même loi, ce qui suppose que pour des 
instants également éloignés du moment moyen ou du moment de plus 
grand aplatissement, le rapport des pressions reste le même; enfin 
3° que le rapport de l’aplatissement et de la dilatation pendant un 
instant dt également éloigné de l’instant moyen reste invariable. Cela 
posé, appelons, comme plus haut, v et V les vitesses des corps avant 
et après le choc, V’ la vitesse après la percussion, T et T, les forces 
de pression développées entre deux corps à une époque quelconque 
de la percussion et de la détente, dg et dq, les aplatissements réunis 
des deux corps pendant des instants dt pris à égale distance de l'instant 
moyen, c’est-à-dire l’allongement ou le raccourcissement du lien 
fictif qui unit les deux corps. On a vu au N° 194 que si l’on compare 
le eommencement et la fin de la percussion, on a 


2mV'" — mu = 2 / Tdg. 


D'un autre côté, en comparant les forces vives au commencement et à 
la fin de la détente considérée comme une seconde percussion, on a 
aussi 


r 
EmV? — zmV'i— 2 T da, 
0 
d'ou l’on tire en additionnant, 


T T 
zmV? — zmv° — 2 Tdq + 2 T,dq, 
0 0 


ou plutôt, 


T T 
EmV — smvt = 2 | r'g — 2 | T,dgq,; 
0 0 


parce que pendant la période de la percussion, dq répond à un rap- 
prochement des deux corps, tandis que pendant la détente, dq, répond 
à un écartement. 
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T, d . 
Par hypothèse, les rapports T et k des pressions et des aplatisse- 
ments pour des moments équidistants de l’instant moyen restent in- 


variables ; si donc on les désigne par n et n’, on aura 
T,dq,= nn'Tdq 


et en substituant, la dernière équation des forces vives deviendra 
T 
EmV? — 2mv = 2 (1 — nn) | Tdg. 
0 


Dans tous les corps connus, les rapports n et »’ sont inférieurs à l’unité, 
parce que la détente est toujours moindre que l’aplatissement et que T, 
est plus petit que T. I] suit de là que le facteur constant À — nn’ est positif 


r 
et comme on a vu (N° 194) que Tdg, et par suite que | Tdg est une 
0 


quantité négative, il résulte de cette équation qu’il y a toujours perte 
de force vive dans le choc de corps qui ne sont pas parfaitement 
élastiques. Si net n’, d’où dépend le degré d’élasticité combinée des deux 
corps, étaient égaux à l’unité, auquel cas l’élasticité des deux corps 
serait parfaite, le second membre serait nul et il n’y aurait pas de 
perte de force vive; si au contraire n ou n’ était nul, ce qui indiquerait 
l’absence de toute détente, il viendrait 


r 
zmV?— sm = 2 Tdgq 
0 


comme au N° 194. 
On a vu que étant la mesure de la percussion, on a 


T r 
m +M 
2 Tdg = — mu — mov = — UT ———— ); 
0 mm 


il vient donc, en désignant le produit nn’ par K?, que nous appelle- 
rons coefficient de l’élasticité dans le choc des deux corps m et m’, 


/ 1 
mur — zmV?— (1 — k?) qe (4 — k3) u° + ) 
mm m M 
qui apprend que la quantité de force vive perdue par suite d’un choc 
entre deux des corps du système, est égale au produit du binôme 
À — k? par le carré de la mesure de la percussion et par la somme 


D2 
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des inverses des deux masses, ou est égale à la somme de ces produits, 
s’il y a plusieurs chocs simultanés. 


Cette somme est nulle, si tous les corps sont parfaitement élastiques; 
/ 


4 1 , PT 
elle est égale à zu° G +- 5) si les corps sont dépourvus d’élasticité. 


Quand le système se compose de deux corps m et m’ qui viennent se 
choquer, l’équation se réduit à 
Vas 2 V7: 2 1 1 
moi + m0? — MmVi— mV?= (1 — Kjur[ — + — 
m M 
et si le système se réduit à un point matériel exerçant un choc contre 


un corps fixe , il vient 


u? 
mr? — mV? = (1 — k?) rh 


valeur que l’on déduit de la précédente en y faisant m’ infini, car 
supposer m”’ infini, est l’équivalent de dire qu’il reste fixe, puisque 
dans les deux cas il restera immobile malgré le choc. Il est à remar- 
quer que le coefficient d’élasticité k? n’est pas absolu pour chaque 
corps, mais dépend de la nature des deux corps en contact et doit être 
déterminé par expérience comme on le verra plus loin. 

203. Mesure du choc de deux corps. — L'hypothèse que nous avons 
faite au numéro précédent sur le rapport entre les forces de pression 
des corps choquants pendant la détente et pendant la percussion, con- 
duit immédiatement à la mesure du choc, c’est-à-dire de la quantité 
de mouvement que le choc communique au corps choqué, comme nous 
avons déterminé plus haut (N° 155, 178, 179) la mesure de la per- 
cussion ; il résulte en effet de l’invariabilité de ce rapport, que les 
quantités de mouvement communiquées pendant un même instant dt 
sont aussi dans le rapport constant n, qui sera aussi celui des sommes, 
des quantités de mouvement engendrées pendant chucune de ces deux 
périodes. La quantité de mouvement engendrée pendant la pereussion 
étant w, celle qui l’est pendant la détente sera donc nu et la quontité 
totale de mouvement düe au choc, c’est-à-dire sa mesure, sera 
u + nu —=u (1 + n). Cette valeur devra être substituée à w dans les 
formules des N°* 153 et suivants pour avoir les circonstances du mouve- 
ment après le choc. La valeur du facteur n, comme celle de k?, n’est 
pas absolue pour chaque corps, mais est relative aux deux corps en 
contact, à moins que ceux-ci ne soient de même nature. 

Les forces qui se développent pendant la détente entre les corps 


_ 
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choquants d’un système devant aussi être considérées comme des 
forces intérieures, il est visible que les principes de la conservation 
des aires et du mouvement du centre de gravité (N° 187 et 188) qui 
sont indépendants de ces forces, subsisteront quel que soit le degré 
d'élasticité des corps, et si des chocs avaient lieu contre un obstacle 
ne faisant pas partie du système (N° 187), le centre de gravité se 
mouvrait de la même manière que si toute la masse y était concentrée 
et que ce point reçût des chocs équivalents. 

204. Choc de deux sphères. — Considérons en particulier le cas 
où une sphère homogène est choquée par une autre sphère homo- 
gène et déterminons d’abord les vitesses après la percussion. Comme 
la normale suivant laquelle agit la percussion passe par les centres des 
deux sphères, centres qui sont aussi leurs centres de gravité, l’on sait 
(fin du N° 177) que la percussion ne change rien au mouvement de 
rotation antérieur des deux corps. Quant à l’équation du N° 4178, 
qui donne la valeur de «, elle devient, en désignant par d et € les 
angles formés par les directions des vitesses V et v du corps choqué M 
et du corps choquant m avec la normale commune ou la droite qui 
Joint les deux centres au moment du contact, 


u u 
V cos d + — — v COS £ — — 
M m 


qui exprime visiblement que les vitesses des deux corps dans le sens 
de cette normale , sont égales. On en tire 





- v cos € — V cos d). 
M + mn ) 
La vitesse communiquée au corps M par l'effet de la percussion, 


ou U est donc 
M 





m 

v cos € — V cos d 
M +m À ) 
qui, après le choc entier, devient 


m 
—— (: £ — 0). 
pi jtute (v cos V cos d) 


Cette vitesse devra ensuite être composée avec V, ce qui donnera pour 
les composantes totales dans le sens des axes des (X, Ÿ, Z) de la vitesse 
de la sphère M après le choc, (L, M, N) étant les angles de V avec les” 
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axes et (a, b, c) les mêmes angles pour la normale au point de contact 
des deux sphères, 


Vos L + (1 + n) (v cos & — V cos d) cos a, etc. 


Quant à la sphère choquante m, le choc lui communique la vitesse 


= (4 + n) dont les composantes sont 
M 
y nt + n) (v cos e — V 00s d) cos a, 


M 
er + n) (v cos & — V cos d') cos b, etc. ; 


les trois composantes de la vitesse de m après le choc sont donc, en 
désignant par ({, m, n) les angles de v avec les axes, 


M 
v cos L — nt + n) (v cos e — V cos à) cos a, etc. 


Ces six composantes font connaître la direction des deux corps après le 
choc. Si les deux sphères se meuvent dans la même ligne droite et dans 
le même sens, en prenant cette droite pour axe des X, il faudra faire 


cose—1, Cos d — 141, cosa— 1, cosL— 1, cos! — 1 


et les vitesses de M et de m deviendront 





V+ + n) (v — V), 
— nt +) (v— V). 


En supposant les corps dépourvus de détente, ce que l’on exprime en 
faisant n égal à zéro, ces corps prennent une vitesse commune 





(u—V) et v— 





MV 
(v — V) NY Rv 


v+-T 

. M+m M+m M+m 
qui est aussi la vitesse après la percussion , et si la détente est parfaite 
ou si n est égal à l’unité, les vitesses après la détente deviennent 


m MV + mv 


2 — V) —=;° — 
V + int V) = 2 V 








MV + mv 
Meme V2 M+m T° 











DYNAMIQUE. 409 


On arrive immédiatement aux expressions précédentes des vitesses 
des deux sphères se mouvant dans une même ligne droite, en remar- 
quant que la quantité de mouvement du système avant la percussion 
est MV + mv et que, comme les deux sphères restent réunies après 
la percussion, si on désigne par U la vitesse commune, la quantité 
de mouvement à cet instant sera 


U(M + m) 
et par conséquent on aura, à cause du principe de l’invariabilité de la 


quantité de mouvement, pour une même direction (fin du N° 187), 


MV + mr 


UM +m)—MV+mv d'ou U— Min 


Pour tenir compte de la détente, remarquons que la vitesse de M après 
la percussion est 





d’où il résulte que celle-ci communique à M un accroissement de 





se (v — V). La détente devant engendrer la même 
M + m 
vitesse multipliée par n (N° 203), la vitesse totale après le choc sera 


vitesse égal à 


mn m 
mrntNe Vs, 











V + (o — V) + (w— V)(A+ n). 


m 
M+m 
De même, la vitesse de m après la percussion étant 


MV + mr _, 
Mim  M+rim 





(ou — V), 


on voit que la percussion fait perdre au corps choquant une vitesse 
M 

M+m 

la même vitesse multipliée par n, la vitesse de m après le choc sera 





(v— V), et comme la détente engendre dans le même sens, 








M \ M 
v — (v —- V) — b—Vin=v— —V (+ n). 


M+m M+m 





Supposons encore qu’une sphère O immobile (fig. 148) soit choquée 
en un point À par une sphère 0 animée d’une vitesse v suivant Bo ; en 
prenant la normale commune Oo pour axe des Y et pour plan des XY 
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celui qui contient Oo et la direction Bo de la vitesse v, il est visi- 
ble qu’il faudra faire dans les formules précédentes 


4 1 À À 
(sr m , n=5T G—ST) b=0, c— 37 V=0, em 
et les trois composantes suivant les axes, de la vitesse de o après le 
choc, seront 
. m— Mn , 
USINE, V————0c0SEe, el zéro. 
M + m 
Ces valeurs font voir , 4° que le centre de la hille ne sortira plus du 


plan XY, 2° que sa vitesse après le choc est égale à 


. — Mn\° 
’V/ int e + (RE cos? €, 


et 5° que l’angle CoY que forme la direction de cette vitesse avec IL axe 
des Ÿ a pour tangente trigonométrique 





sin € Mrm, 
—_—_ —© —— lang €. 
m — Mn m — Mn 8 
— COS & 
M+m 


Si la détente des deux corps est parfaite et que la masse M soit infinie 
par rapport à m, ce qui revient à dire que la sphère O est un corps 
fixe, les vitesses de la sphère o avant et après le choc seront égales et 
la tangente de l’angle CoY deviendra — tang &, ce qui indique qu'alors 
les angles d’incidence et de réflexion CoY et BoY sont égaux. Comme 
ces résultats sont indépendants de la grandeur de la sphère O pourvu 
que celle-ci soit fixe, ils subsisteront encore en remplacant cette der- 
nière par la surface plane d’un corps. 

205. Détermination par l'expérience, du coefficient d’élasticité dans 
le choc de deux sphères. — Si le corps M est en repos, on trouve pour 
vitesse de m après le choc, en supposant comme plus haut les deux 
sphères en mouvement dans une même ligne droite, 


et si la masse M est infinie relativement à m, ou bien si M est fixe, la 
vitesse de m deviendra 
— vn 
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qui fait connaître la vitesse avec laquelle rejaillit une bille lancée avec 
une vitesse v normalement contre la surface d’un autre corps rendu 
fixe ou infiniment grand. Si la détente des deux corps est parfaite, 
cette vitesse est — v, c’est-à-dire, qu’elle est égale à la vitesse de la 
bille incidente. Elle peut aussi servir à déterminer expérimentalement 
la valeur du facteur n relatif à deux corps m et M; car si on laisse 
tomber la sphère m verticalement d’une hauteur À sur la surface hori- 
zontale du corps fixe M, la vitesse v acquise au moment du choc sera 


V/29h et si k’ est la hauteur à laquelle la sphère remonte, p/2gh’ sera 
la vitesse après le choc; on aura donc 


Vin Va d'où nr. 


La même expérience donne la valeur du coefficient d’élasticité Æ?; 
car si l’on remarque que les vitesses avant et après le choc sont V/29h 
et y/2gh’ et que la mesure w de la percussion de la sphère m contre 
une sphère immobile et infinie M est, d’après la formule de la fin du 
N° 178, représentée par mv — m y/29h, il est visible que l'équation 
de la fin de la page 405 donnera 


Il suit de là que le coefficient £? a la même valeur que n° et comme ? 
représente le produit de nn’, on voit que les rapports n et n sont 
toujours égaux. Dans le choc de deux sphères, les valeurs de la pres- 
sion et de la compression varient donc suivant la même loi pendant la 
percussion et pendant la détente. 
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États d’agrégation des corps. Force moléculaire. Fluides aériformes ou élastiques. 
Fluides incompressibles. — Principe de l'égalité de pression. Pression hydrosta- 
tique. Pression dans les fluides élastiques. — Pression dans un fluide incom- 
pressible soumis à l’action de forces motrices. Conditions d'équilibre d’une masse 
fluide. — Pression dans les fluides élastiques soumis à des forces motrices. 
Conditions d'équilibre d’une masse fluide élastique. — Équation de la surface 
libre dans un fluide incompressible. Surface d'égale pression. Couches de niveau. 
— Équilibre de plusieurs fluides imcompressibles dans un même vase. — Équi- 
libre d’une masse fluide élastique de température uniforme ou variable. — Loi 
des densités. — Problèmes divers. — Pression atmosphérique. Mesures baromé- 
triques. — Applications aux fluides pesants. — Centre de pression pour une 
paroi plane. — Pression sur une paroi courbe. — Pression contre un corps 
plongé. — Équilibre d’un Corps flottant. — Position d’équilibre d'un corps 
flottant. -— Application au prisme triangulaire. — Stabilité des corps flottants. 
— Métacentre. Applications. — Oscillations des corps flottants. Oscillations 
du centre de gravité. — Oscillations autour du centre de gravité. — Théorie 
générale des oscillations d’un corps flottant. — Oscillations des différents points 
d’un système de forme variable. Principe de la superposition des petites oscilla- 
tions. — Applications au prisme triangulaire et au parallélipipède. 


206. États d’agrégation des corps. Force moléculaire. Fluides 
aériformes ou élastiques. Fluides incompressibles. — Pour rendre 
compte des différents états d’agrégation des corps et des phénomënes 
qui en dépendent, on suppose les corps composés de particules rete- 
nues à une certaine distance les unes des autres, par la double action 
très énergique de forces attractives et de forces répulsives. Les forces 
attractives résident dans chaque particule ; elles diminuent rapidement 
quand Ja distance augmente, et leur sphère d'activité ne s'étend qu’à 
de très petites distances, de telle sorte qu’elles n’agissent qu'entre les 
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particules immédiatement voisines. Les forces répulsives dont l’inten- 
sité diminue aussi quand les distances augmentent, sont attribuées à 
la présence du calorique qui, en se plaçant dans les vides laissés entre 
les particules, tend à les écarter ; ces forces augmentent par consé- 
quent avec la quantité de calorique et diminuent lorsque le volume 
du corps augmente, le calorique restant le même. La différence des 
deux forces qui agissent entre deux particules voisines, se nomme 
force moléculaire. Quand le corps est dans un état permanent sous 
la seule action de ces forces, c’est-à-dire, dans un état d'équilibre 
intérieur, les forces attractives et répulsives doivent être égales pour 
se détruire ; mais si l’on change la forme du corps et par consé- 
quent, la distance entre certaines particules, ou si l’on accroit ou 
diminue la quantité de calorique, les forces moléculaires tendent à 
devenir positives ou négatives ou à rester nulles suivant que le corps 
tend à reprendre sa forme primitive, qu’il s’en éloigne indéfiniment 
ou qu’il est indifférent à ce changement, c’est-à-dire, suivant que 
l’équilibre entre les forces moléculaires dans l’état permanent, est un 
équilibre stable, instable ou indifférent, ce qui dépendra de la distance 
particulaire et de la quantité de calorique. Cette hypothèse admise, on 
voit que si la force moléculaire devient positive quand on éloigne deux 
particules, un effort sera nécessaire pour rompre un semblable corps 
qui présentera ainsi les différents degrés de solidité, pendant que cette 
force passera par ses différents états de grandeur positive. Au-delà 
d’une certaine limite, le corps sera appelé dur; en deçà, il pré- 
sentera les différents degrés de viscosité indiqués par les mots mous, 
visqueux, etc. Si la force moléculaire devient négative, les par- 
ticules tendront à s’éloigner, comme cela a lieu pour les liquides au 
moment ou ils commencent à s’évaporer. Si la force moléculaire est 
constamment négative, les particules s’éloigneront indéfiniment, à 
moins qu’une force extérieure n’y fasse obstacle, ou à moins que la 
matière ne soit renfermée dans un vase clos. Le corps est appelé 
alors fluide aériforme. L’air atmosphérique et les différents gaz nous 
offrent des exemples de semblables corps. 

Si un semblable fluide passe dans un vase plus grand ou plus petit, 
sa densité ira en augmentant ou en diminuant dans le rapport de la 
capacité du vase et la force moléculaire ainsi que la pression contre 
une portion de la paroi du vase diminueront ou augmenteront dans 
les mêmes circonstances, puisque les distances entre les molécules 
augmentent ou diminuent. La loi suivant laquelle varie cette pression 
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dépend de la nature des forces moléculaires qui nous est totalement 
inconnue; mais Mariotte a constaté par expérience que pour un même 
fluide, le rapport de l’intensité de la pression à la densité reste inva- 
riable , quand la température reste la même. 

Enfin, lorsque la force moléculaire reste nulle après la perturbation, 
les particules ne tendent ni à se rapprocher ni à s'éloigner; elles sont 
donc dans un état de mobilité parfaite et le moindre effort suffit pour 
les faire glisser les unes contre les autres. Le corps prend alors le nom de 
liquide. On conçoit pourquoi des forces motrices extérieures, telles que la 
pesanteur, des pressions, etc., appliquées à un corps solide ou liquide, 
ne diminuent ni n’augmentent sensiblement les distances entre les 
particules, ou n’en changent pas le volume : un changement dans ces 
distances ne s’obtient qu’en surmontant la force moléculaire, ce qui 
ne peut se faire avec des forces motrices ordinaires parce que, dans 
ces deux états d’agrégation, la force moléculaire croît avec une grande 
rapidité quand la distance varie. Dans les fluides aériformes, au con- 
traire, des forces motrices ordinaires suffisent pour en diminuer le 
volume, parce que la grande distance qui sépare les molécules dans 
cet état d’agrégation rend les forces intérieures comparables à la 
pesanteur. Cette circonstance a fait donner aux liquides le nom de 
fluides incompressibles par opposition aux fluides aériformes qui sont 
nommés fluides compressibles ou élastiques. 

207. Principe de l’égalité de pression. Pression hydrostatique. — 
On appelle hydrostatique la partie de la mécanique qui traite des 
lois de l’équilibre des fluides. Considérons une masse fluide incompres- 
sible que nous supposons d’abord soustraite à l’action de la pesanteur 
et de toute autre force motrice extérieure. Renfermons-la dans un vase 
clos de toute part et percé de deux ouvertures égales et très petites 
de forme quelconque fermées au moyen de deux pistons mobiles dans 
deux petits tubes cylindriques adaptés à ces ouvertures. Appliquons à 
ces pistons, dans le sens de l’axe de chacun des tubes, deux forces P 
et P’ agissant vers l’intérieur du vase. Chacune des forces tendra à 
y faire pénétrer le piston ; elles comprimeront done le fluide en pressant 
chaque particule contre ses voisines, et ces pressions se transmettront de 
proche en proche depuis la particule placée auprès de l’un des pistons 
jusqu'à la particule placée contre l’autre qui, à son tour, sera pressé 
et serait repoussé hors du vase sans la résistance qu’oppose la force P” 
qui y est appliquée extérieurement et qui suffira pour maintenir l’équi- 
libre, si elle est égale à la pression exercée par le fluide contre la face 
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intérieure du piston. Pour trouver le rapport entre ces deux forces P 
et P’ ou, ce qui est la même chose, entre les pressions exercées par 
le fluide aux deux points où sont placées les ouvertures , imprimons 
à la masse fluide un déplacement virtuel en faisant avancer un des 
pistons d’une quantité infiniment petite dp ; l’autre reculera de dp' et 
l'équation des vitesses virtuelles donnera 


Pdp — P'dp' = 0. 


Dans cette équation on ne tient pas compte des forces intérieures, 
parce que le fluide étant incompressible , les particules restent à des 
distances invariables et par conséquent les liens fictifs qui les unissent 
sont inextensibles (N° 141). On ne tient pas compte non plus des pres- 
sions des parois du vase, parce que celles-ci étant normales à la 
surface, tout glissement sur la paroi a lieu suivant une perpendicu- 
laire à ces pressions, et le moment virtuel est nul. On doit aussi poser 


dp = dp’, 


car si « est la surface de l’un des pistons, wdp sera le volume du fluide 
déplacé par le premier piston et wdp’, le volume de fluide sorti du 
vase, volumes qui doivent être égaux si le fluide est incompressible. 
En combinant ces deux équations, on trouve 


(P — P”) dp = 0 


et par conséquent 
P — P’ 


qui nous apprend que lorsqu'une masse fluide sans forces motrices 
est comprimée dans un vase, elle exerce des pressions égales en chaque 
point de sa paroi. La même pression est exercée dans l’intérieur 
de la masse fluide contre une surface égale à celle du piston et 
placée d’une manière quelconque; car cette surface peut toujours 
être considérée comme appartenant à un piston idéal, placé à l’extré- 
mité d'un tube adapté au vase et prolongé dans l’intérieur. 

C’est dans cette propriété que consiste le principe de l’égalité de 
pression des fluides. Beaucoup d’auteurs, au lieu de fonder l’hydrosta- 
tique sur une hypothèse relative aux forces moléculaires, admettent 
le principe d'égalité de pression comme un prineipe donné par l’expé- 
riencc et en font le fondement de cette branche de la mécanique. 

Comme le principe de l'égalité de pression subsiste quelque soit 
le nombre et la disposition des pistons, on conçoit qu’en les juxta-po- 
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sant de manière à former un seul grand piston plan, la pression totale 
que celui-ci supportera est égale à la résultante, c’est-à-dire, à la 
somme de toutes les pressions partielles ; elle est donc proportionnelle 
à la surface du piston. Il résulte de là que la pression éprouvée par 
une portion plane de la paroi d’un vase est proportionnelle à l’étendue 
de cette surface, et si on représente par p la pression exercée contre 
un piston ayant une surface égale à l’unité, une autre surface plane 
égale à w éprouvera une pression totale représentée par op. Il faut 
bien distinguer la pression totale ou la pression effective éprouvée par 
la surface w, c’est-à-dire wp , de la pression que supporte une portion 
de w égale à l’unité ou p. Cette dernière se nomme pression rapportée 
à l’unité de surface ou pression hydrostatique et donne la mesure de 
l'intensité de la pression. 

208. Pression dans les fluides élastiques. — Si le fluide contenu 
dans le vase était compressible, il faudrait, en général, dans l’équation 
des vitesses virtuelles du N° 207, tenir compte des moments virtuels 
des forces intérieures, c’est-à-dire, des forces moléculaires, parce que 
les particules ne restent plus en général, comme pour les fluides in- 
compressibles, à des distances invariables (N° 1441). Quant aux pres- 
sions contre les parois du vase, elles disparaissent encore de l'équation 
d'équilibre, pour le même motif que plus haut; mais si les déplacements 
dp et dp’ des deux pistons sont égaux et en sens inverse, ce qu’on 
peut toujours réaliser dans un mouvement virtuel, comme la capacité 
intérieure du vase restera la même, le fluide ne sera pas condensé, 
les distances entre les particules ne seront point diminuées et les for- 
ces moléculaires se comporteront comme si le fluide était incompres- 
sible ; on aura donc, comme au N° 207, 


Pdp + P'dp'=0, 
ou plutôt, 
Pdp — P'dp = 0, 


parce que dp est égal à dp’ et que les moments virtuels Pdp et P'dp' 
sont de signe contraire. On tire de là 


P—P, 


c'est-à-dire que si un fluide élastique sans pesanteur est renfermé 
dans un vase clos, l'intensité de la pression sera la même partout et 
dans toutes les directions. 

209. Pression dans un fluide incompressible soumis à des forces 
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motrices. Conditions d'équilibre d’une masse fluide. — Considérons 
de nouveau une masse fluide incompressible renfermée dans un vase 
muni de deux pistons et supposons-la soumise à l’action de la pesan- 
teur, ou plus généralement, de forces accélératrices quelconques, ayant 
X, Ÿ, Z pour composantes parallèles aux axes. En appelant P et P’ 
les intensités des pressions ou les pressions hydrostatiques exercées 
contre les deux pistons et « leurs surfaces que nous supposerons très 
petites et égales, les pressions effectives ou les forces appliquées aux 
pistons seront wP, wP’, et si l’on désigne par dp, dp’ leurs déplace- 
ments l’un positif et l’autre négatif, par dm la masse de l’une des 
particules du liquide et par dx, dy et dz les déplacements très petits 
de dm dans le sens des axes, on aura 


— wPdp + wP'dp + zdm (Xdx + Ydy + Zdz) = 0, 


la somme étant étendue à toutes les particules de la masse fluide que 
le mouvement des pistons fait changer de place. A cette équation il 
faut joindre la condition de l’incompressibilité du fluide qui est, 
comme plus haut, 

œodp = wdp', 


ce qui lui fait prendre la forme 
(P — P”) wdp — : dm (Xdx + Ydy + Zdz) = 0 


La transmission de l’action du premier piston sur le deuxième doit 
se concevoir de cette manière : le fluide refoulé par le premier piston 
et dont le volume est wdp, chasse devant lui un volume égal dont il 
prend la place ; celui-ci prend également la place d’un volume égal 
poussé devant lui, et enfin celui qui est placé devant l’autre piston 
le repousse en s’introduisant dans son cylindre. Or si l’on prend 
pour dm ces volumes invariables successivement déplacés, dx, dy, dz 
seront les différentielles servant à passer d’un élément à l’autre de la 
courbe quelconque suivant laquelle se fait la transmission depuis un des 
pistons jusqu’à l’autre, et en désignant par p la densité du fluide dans 
l’un de ses points, on aura 


dm = pwdp 
et l'équation des vitesses virtuelles deviendra 
(P — P')wdp — zpwdp (Xdx + Ydy + Zdz) = 0, 


ou plutôt, en observant que wdp peut sortir du signe sommatoire 
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comme facteur commun et que p est constant si le fluide est incom- 
pressible, 


PP" + pz (Xdx + Ydy + Zdz), 
ct en remplaçant le signe sommatoire > par le signe d'intégration, 
P=P'+ 0 /f (Xdx + Ydy + Zdz), 


qui fait connaitre la pression P en un point quelconque pris soit sur 
la paroi du vase soit dans l’intérieur, connaissant le pression P’ exercée 
en un point déterminé, ainsi que l'intégrale de Xdx + Ydy + Zdz 
prise depuis le point P’ jusqu’au point P. 

L’équation qu’on vient de trouver donne lieu à une remarque impor- 
tante. Son existence est nécessaire et suffisante pour assurer l’équilibre 
de la masse fluide, puisqu'elle n’est qu’une transformation de l’équa- 
tion la plus générale des vitesses virtuelles. Or, si on compare les 
pressions P et.P’ en deux points infiniment voisins quelconques, la 
différence P — P’ sera la différentielle totale dP de P et l’intégrale 
J'(Xdx + Ydy + Zdz) se réduira à l’un de ses éléments différentiel 
ou Xdx + Ydy + Zdz; on doit donc avoir pour qu'il y ait équilibre, 


dP = p(Xdx + Ydy + Zdz), 


c’est-à-dire, que p (Xdx + Ydy + Zdz) doit être la différentielle totale 
de la fonction qui représente la pression au point qui a pour coordon- 
nées x, y, z. D'où il suit que P ne peut contenir d’autres variables que 
X, y, z et que par conséquent on doit avoir 


Te dr + T dy + = dz = pXdx + pYdy + pZdz. 

D'un autre côté, comme les deux points voisins dont nous avons com- 
paré les pressions, sont arbitraires, il en résulte que dx, dy, dz sont 
aussi arbitraires, c’est-à-dire, qu'aucune relation particulière ne peut 
exister entre les coordonnées (x, y, z) et que par conséquent ces trois 
variables sont indépendantes. Cette circonstance rend nécessaire l’éga- 
lité des coefficients de dx, dy, dz dans les deux membres de l’équation 
précédente et conduit aux relations 


dP dp dp 


dx “PA; dy PT? PE 


qui sont par conséquent les conditions nécessaires et suffisantes pour 
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assurer l'équilibre. Ces conditions peuvent être transformées en d’autres 
plus commodes en remarquant que si l’on dérive les deux membres de 
ces équations et qu’on remarque que 


dP  dP 
dxdy dydx 


. etc. 


il vient 
dX _dY dY dZ dX dZz 
dd d& dj & 
qui sont les conditions sans lesquelles l’équilibre d’une masse fluide 
serait impossible sous l’action des forces (X, Y, Z). 

On a vu dans le calcul intégral (N° 250) que ces trois équations 
expriment que Xdx + Ydy + Zdz est une différentielle exacte d’une 
fonction de trois variables indépendantes x, y, z; c’est donc de cette 
condition que dépend l’équilibre de la masse fluide. En désignant par 
x, y, z les coordonnées du point où est situé le piston P et par a, b, c 
celles du piston P’, l'intégrale de Xdx + Ydy + Zdz prise entre ces 


deux points sera de la forme + (x, y, z) — + (a, b, c) et la valeur de P 
devient 


P=P' + po(x. y, 2) — py (a, b, c). 


Cette valeur est indépendante de la direction de la pression et est 
fonction seulement des trois coordonnées x, y, z du point d’applica- 
tion du piston P; d’où il suit qu’elle est la même pour tous les 
cylindres qui aboutissent au même point et par conséquent qu’autour 
d’un point pris dans l’intérieur d’une masse fluide, la pression 
est la même dans tous les sens. 

240. Pressions dans les fluides élastiques soumis à des forces 
motrices. Conditions d'équilibre d’une masse fluide élastique. — Si 
le fluide était élastique, on ne pourrait plus, en général, supprimer 
comme plus haut, dans l'équation des vitesses virtuelles les moments 
virtuels des actions intérieures de particule à particule; mais si on 
fait en sorte que les déplacements des deux pistons égaux soient aussi 
égaux, comme la capacité intérieure restera alors la même, le fluide 
se comportera comme s’il était incompressible et l’on aura encore pour 
condition d'équilibre, 


@Pdp — œP'dp'— :dm (Xdx + Ydy + Zdz) — 0, 


le signe sommatoire s'étendant du piston P au piston P”, en suivant 
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une ligne arbitraire. Quand on remplace dp’ par dp et qu’on observe 
qu’en prenant pour dm la masse du volume wdp refoulé par le pre- 
mier piston, les différentielles dx, dy, dz servent comme plus haut 
à passer d’un élément du canal de transmission du mouvement à l’élé- 
ment suivant, l'équation des vitesses virtuelles devient 


P—P'— + f p(Xdx + Ydy + Zdz), 


c’est-à-dire, que la différence des deux pressions est égale à l’inté- 
grale f'p (Xdx + Ydy + Zdz) prise entre des limites fixées par les 
coordonnées de ces deux points. La densité p ne peut plus sortir du 
signe d'intégration comme dans le cas du fluide incompressible, parce 
que ici cette densité est variable d’un point à l’autre. 

On démontrerait, comme au numéro précédent, que cette équation 
ne peut exister, c’est-à-dire, que l'équilibre n’est possible que si l’on a 


dP dp dp 
Te —PX do Te —P2; 


d’où l’on tire comme au N° 209, 


d(X)_d(N), dE) _ dE, de) _ 62) 
dy dx dz dx dz dy 





Il suit de là que, pour que l’équilibre soit possible, la fonction 
p (Xdx + Ydy + Zdz) doit être une différentielle exacte d’une fonc- 
tion des trois variables indépendantes x, y, z et il vient, comme 
pour les fluides incompressibles, 


P—P'— 9 (x, y, z) — 9 (a, b, c). 


L'on en conclut, comme au N° 209, que la pression est la même 
dans tous les sens autour d’un point. 

241. Équation de la surface libre dans un fluide incompressible. 
Surface d’égale pression. Couches de niveau. — S'il s’agit d’un fluide 
incompressible renfermé dans un vase ouvert d’un côté, comme il 
n'existe de ce côté aucune paroi pour détruire la force de pression 
intérieure, il est évident que dans toute l'étendue de cette surface la 
pression doit être nulle. Il suit de là que si on prend la différence des 
pressions en deux points arbitraires de la surface libre, l’intégrale qui 
la représente / (Xdx + Ydy + Zdz) doit être nulle quelles que soient 
les limites, ce qui exige que l’on ait 


Xdx + Ydy + Zdz= 0 
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Cette équation différentielle caractérise et par conséquent représente 
la surface libre du fluide. Elle appartient aussi à la surface le long 
de laquelle les pressions sont égales, et en reprenant les raisonnements 
précédents, il est facile de reconnaître que cela est vrai pour les fluides 
élastiques comme pour les fluides incompressibles. 

Si on la met sous la forme 


X Y 
di=— dx — dy, 
elle exprime que la résultante R de (X, Y, Z), c’est-à-dire, la force 
accélératrice est partout normale à la surface d’égale pression; car 
la résultante des forces (X, Y, Z) fait avec les axes des angles €, &, €” 
donnés par 


e 


x , Ÿ » Z 
COS € — —9 COSE — —9 COSE TR’ 


Vr+rvrz R R 


et une normale à la surface dont l’équation différentielle est donnée 
plus haut, fait avec les axes les mêmes angles. Du reste, ee résultat 
est évident, car si la force n’était pas normale à la surface libre, elle 
se décomposerait en deux autres, dont l’une serait tangente à la sur- 
face et ne serait détruite par rien. Il suit de là que si les forces accélé- 
_ratrices se réduisent à la gravité, comme celle-ci est verticale, la 
surface libre et les surfaces d’égale pression sont des plans horizontaux. 

On tire de cette équation une autre conséquence importante, qui 
s'applique aussi bien aux fluides élastiques qu’aux fluides incompres- 
sibles. On vient de voir qu’en posant 


Xdx + Ydy + Zdz= 0, 


cette équation appartient non-seulement à la surface libre, mais à 
toutes les surfaces dont tous les points éprouvent la même pression; 
si donc on divise la masse fluide en un nombre quelconque de couches 
telles que dans toute l’étendue de chacune des surfaces de séparation, 
la pression soit la même, l’équation différentielle précédente appar- 
tiendra à chacune d'elles. On peut aussi obtenir les équations 
de ces surfaces en représentant l’intégrale générale de l’équation diffé- 
rentielle totale exacte par | | 


F(x,y,2)—C, 


et en donnant à C toutes les valeurs possibles dans l'étendue du fluide, 
l’une de ces valeurs conviendra à la surface libre; les autres appar- 
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tiendront à une des surfaces intérieures d’égale pression, normales 
à la direction de la force accélératrice. Ces diverses surfaces ont été 
nommées surfaces d’égale pression et les couches se nomment couches 
d’égale pression. Si la force motrice est la pesanteur, ces surfaces 
seront des plans horizontaux et les couches prennent alors le nom de 
couches de niveau. 

212. Équilibre de plusieurs fluides incompressibles dans un même 
vase. — S’il se trouve dans le vase plusieurs fluides incompressibles de 
densité différente p, p', etc. non mélangés, ces liquides en équilibre 
se disposeront d’une certaine manière et seront séparés par des 
surfaces que l’on détermine en remarquant que, si le deuxième liquide 
se solidifie sans changer de forme, l’équilibre doit continuer à subsister 
et les pressions resteront les mêmes ; on aura donc pour la différence 
des pressions dans le premier liquide, en deux points quelconques de 
la surface de séparation, 


p — p' = pf (Xdx + Ydy + Zdz). 


Si c’est le premier liquide qui est supposé solidifié, on aura dans le 
deuxième et aux mêmes points de la surface de séparation, 


p—p = p j'(Xdx + Ydy + Zdz); 
d’où il suit que l’on doit avoir pour toutes limites de l’intégrale, 
(p— p°) J'(Xdx + Ydy + Zdz) = 0 
et par conséquent, si les densités sont différentes, 
SJ (Xdx + Ydy + Zdz) = 0, 


et comme les limites de l'intégrale sont indifférentes, qu’on peut même 
réduire celle-ci à un élément différentiel, cette équation entraine la 
suivante : ‘ 

Xdx + Ydy + Zdz —0; 


d’où il suit que la surface de séparation est une surface d’égale pres- 
sion dans chaque liquide. 

Il résulte de là que si on introduit dans un vase des liquides de 
différente densité qui ne se combinent pas, comme le mercure, l’eau, 
l'huile, etc. ces fluides, à l’état d'équilibre, devront se disposer par 
couches de manière que la pression soit la même dans toute l’éten- 
due de chaque surface de séparation et que celle-ei soit partout nor- 
male à la direction de la force accélératrice, Si la force est la pesanteur, 
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ces surfaces de séparation seront des plans horizontaux. L’ordre 
suivant lequel ces couches de fluides incumpressibles se succèdent, 
reste arbitraire; mais comme on a vu que dans tout système müû par 
la seule gravité, l’équiibre n’est stable que lorsque le centre de 
gravité est placé le plus bas possible, on voit que ces couches ne seront 
dans un état d'équilibre stable que lorsque les fluides les plus pesants 
seront placés le plus bas. 

213. Équilibre d’une masse fluide élastique de température uni- 
forme ou variable. Loi des densités. — On a vu que pour l’équilibre 
d’une masse fluide élastique, p (Xdx + Ydy + Zdz) doit être une 
différentielle exacte d’une fonction des trois variables indépendantes 
æ, Y, Z, et l’on sait que lorsque les forces sont des attractions dirigées 
vers des centres fixes et fonctions des distances à ces points, 
Xdx + Ydy + Zdz est aussi une différentielle exacte (voir N° 114). 
Supposons que les forces soient de cette nature; en représentant cette 
différentielle par du, on a dans ce cas 


p—p'= f'odu,.…… (1) 


et puisque pdu doit étre une différentielle exacte, il est nécessaire que 
p soit une fonction de u: l'intégrale de pdu et par conséquent p sont 
donc alors fonctions de u; or l'équation (N° 211) 


Fix, y,z)—C ou u=0C, 


C étant une constante arbitraire, représente une des surfaces d’égale 
pression traversant le fluide et puisque » doit être fonction de w ou de 
C, on voit que la densité du fluide doit être la même dans toute 
l'étendue de chacune de ces surfaces d’égale pression. Un fluide 
élastique en équilibre et soumis à des forces attractives vers des points 
fixes, fonctions des distances, se dispose donc dans un vase par 
couches d’égale pression et d’égale densité. Ce résultat est analogue à 
celui que nous avons trouvé pour les fluides incompressibles mélangés ; 
mais 1l y a entre ces deux cas cette première différence que, pour les 
fluides élastiques, il ne peut jamais y avoir une surface libre, parce que 
la pression n’est jamais nulle, et en second lieu, dans les fluides incom- 
pressibles en équilibre, les couches de différente densité peuvent se 
succéder dans un ordre quelconque, tandis que dans tous les fluides 
élastiques que nous connaissons, la densité des différentes couches 
superposées est déterminée et réglée par une loi; en effet, on sait 
par expérience que dans un fluide de température uniforme 
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le rapport P est constant; on a donc — k et comme on a en différen- 
P 


tiant l’équation (4), 
dp = pdu, 


il vient dp — Le FE du d’où Pet en intégrant, log p =] + log D 


et enfin, à cause de p—kp et de u—C pour une même surface d’égale 
pression, 
c 
p — _ ex , 

qui fait voir encore que p est constant pour une même surface d’égale 
pression et en outre que p change avec C, c’est-à-dire, dans chaque 
couche, suivant une loi déterminée, du moins lorsque les forces accé- 
lératrices proviennent d'attractions vers des points fixes et que la tem- 
pérature est uniforme. 

Si la température n'était pas la même partout, À ne serait plus 
constant. L'expérience apprend que le rapport k est alors représenté 
par X (1 + 0,00575 8), 6 étant la température exprimée en degrés 
centigrades et k un coefficient constant pour un même fluide; il vien- 
drait donc 


TE LA 20003750) 


p devant être, comme on l’a vu au commencement de ce numéro, une 
d , | . 
fonction de ue sera de la forme qudu et en substituant et suppri- 


mant du, on voit que 8 doit être une certaine fonction de # ou de la 
constante arbitraire C. Il doit donc exister une certaine relation entre 
6 et C, de telle sorte que 9 varie ou reste constant avec C. Il suit de là 
que la température doit rester la même dans toute l’étendue de chaque 
couche d’égale pression. Si on connaissait la loi suivant laquelle varie 
la température d’une couche à l’autre, on connaïtrait 6 en fonction 
de w et en intégrant, on aurait p en fonction de w ou de C, c’est-à-dire, 
qu’on connaîtrait la loi des pressions ; d’où l’on conclurait au moyen de 


p= P , la loi des densités des couches. 


214. Problèmes divers. — Appliquons les notions précédentes à la 
solution de quelques problèmes et commençons par chercher la forme 
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que doit prendre une masse fluide incompressible dont tous les points 
sont attirés vers un centre fixe suivant une loi quelconque. En prenant 
ce centre pour origine des coordonnées et en représentant par À cette 
attraction, on a pour les composantes de À parallèles aux axes, 


x, y, z étant les coordonnées du point et r sa distance au centre ; 
l'équation 

Xdx + Ydy + Zdz = 0 
devient donc 


À = dx + 1% dy + 1= de — 0, 
r r r 


ou bien 
xdx + ydy + zdz —0, 
qui donne 
++ C. 


cette équation nous apprend que cette masse fluide doit affecter la 
forme d’une sphère, quelle que soit la loi d'attraction. Si la masse 
fluide avait un mouvement de rotation autour d’une droite passant par 
le centre d'attraction, en prenant cette droite pour axe des Z et en 
représentant par w la vitesse angulaire de rotation, il est visible 
qu’un point placé à la distance { de cet axe aurait une force centri- 
lav* 
fuge égale à y = lu* dont les composantes suivant les axes des X 
et des Y seraient xw* et yw* et celles-ci devraient étre jointes aux 
ù 9 . . 
composantes — À} = et — 1 provenant de l'attraction ; on aurait donc 


pour équation de la surface, 


adx + ydy + zdz 
— À (ES) + w? (xdx + ydy) = 0. 
: r 
Le facteur } ne disparaît plus, comme dans le cas précédent; il est done 
nécessaire, pour intégrer, de connaitre la loi de l'attraction ; si on la 
suppose dans le rapport direct de la distance, elle sera représentée 
par ar, a étant une constante et l’équation différenticile deviendra 


u? (xdx + ydy) — ardr = 0, 
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parce que l’on a 
ri = at + y? + 2f. 
En intégrant on trouve 
uw? (xt + y?) — ar = C 
et en remettant pour r sa valeur, 
a? (ec? + y?) — a (at + y? + 2?) == C. 


Cette équation appartient à un ellipsoïde ou à un hyperboloïde de 
révolution, suivant les valeurs qu’auront les constantes a et #. Dans le 
cas de l’ellipsoïde, cette solution conduit à la détermination approchée 
de la figure de la terre, car l'attraction de la terre supposée homogène 
et sphérique, sur un point placé à la surface étant proportionnelle à la 
masse et inversement proportionnelle au carré de la distance au centre 
(N° 99), est proportionnelle à la simple distance au centre, puisque 
la masse d’une sphère est proportionnelle au cube du rayon. Il est à 
remarquer que cette valeur de l’attraction et par conséquent la solu- 
tion à laquelle elle conduit n’est qu’approchée, puisque la valeur de 
l'attraction est prise dans l’hypothèse de la terre sphérique. 

Si l'intensité de l'attraction À était constante, égale à g et dirigée 
parallèlement à l’axe des Z, on trouverait 


w? (x? + y)— gz—=C, 


équation d’un paraboloïde de révolution autour de l’axe des Z. Telle 
est la forme qu'affecte la surface d’une masse fluide renfermée dans 
un vase ouvert auquel on donne un mouvement de rotation autour 
d’un axe vertical. | 

215. Pression atmosphérique. Mesures barométriques. — Appli- 
quons encore les formules précédentes à la recherche de la loi suivant 
laquelle varient la pression atmosphérique et la densité de l’air aux 
différentes hauteurs. On a vu (N° 2153) que la densité dans toute l’éten- 
due d’une couche d’égale pression pour un fluide élastique de tempé- 
rature uniforme et soumis à l’action de forces centrales, est donnée 
par la formule 
C 


p= ek» 


“| © 


dans laquelle C est une constante arbitraire introduite par l’intégra- 
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tion, qui particularise la surface d’égale pression à laquelle corres- 
pond la densité p. Comme on a 


u— f (Xdx + Ydy + Zdz) =C, 


si l’on prend l’axe des Z vertical et dirigé vers le haut et qu’on réduise 
les forces accélératrices à la pesanteur qui est dirigée vers le centre 
de la terre, X et Ÿ seront nuls, Z sera égal à — g et il viendra 


C—=— 92 
et par conséquent 


ÿ 


— —e k° 
P— k ë 

qui donne la densité p de l’air à une hauteur z au-dessus de l’origine des 
coordonnées, l’origine étant placée où l’on voudra, par exemple, au 

e D . 7 4 A] (4 ? 
niveau de la mer; alors m qui correspond à z égal à zéro, représente 
la densité à ce niveau. 

Comme la pression p est égale à Pk, celle-ci est donnée par la 
formule : 


g - 
p — pk = De _ k° ? 

ou bien, en désignant par p’ la pression à l’origine, laquelle est 
représentée par D, 
1, 

p=pe * 
Cette relation entre la pression atmosphérique et la hauteur du lieu 
fournit un moyen de mesurer ces hauteurs par l’observation du baro- . 
mètre; en effet on sait que la pression atmosphérique est propor- 
tionnelle à la hauteur de la colonne de mercure dans le baromètre ; on 
a donc, k, h' étant les deux hauteurs observées de ces colonnes, corres- 
pondantes aux pressions p et p’, 


L'équation précédente donne aussi 


k,_ p ! 
z—=-1log——-]0g—; 
g p g °h 
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ou bien en employant les logarithmes vulgaires Log., et représentant 
par M le module 0.453429, 


k h 
TT 


Si la température était uniforme dans toute l’étendue de l'atmosphère 
entre les deux points d'observation, cette formule ne laisserait rien à 
désirer; il suffirait pour calculer z de remplacer À par sa valeur 
k (4 + 0,00575 0) et de prendre pour h et h’ les hauteurs baromé- 
triques abservées. L'expérience a fait reconnaître que cette uniformité 
est loin d’exister ; non seulement la température est différente en gé- 
néral aux deux stations, mais elle varie entre ces deux endroits suivant 
une loi qui jusqu’à présent n’a pas été observée. La formule précé- 
dente qui suppose la température uniforme, n’est donc pas rigoureu- 
sement applicable dans le plus grand nombre de cas; cependant on se 
rapproche beaucoup de l'exactitude en supposant la température uni- 
forme et en prenant pour celle-ci la moyenne des deux températures 
extrêmes t et {’ de l’atmosphère aux deux stations ; on remplacera 
donc k par 


t+t ot+t 
k(: + 0, 00375 —— —k(1+ 2000) 


Les hauteurs h et h’ de la colonne de mercure, sont prises à des tem- 
pératures différentes T et T’ données par un thermomètre à mercure 
attaché au baromètre. Pour réaliser l'hypothèse d’une température 
uniforme et moyenne, il faudra, après avoir observé k et h”, calculer 
_ce qu’auraient été ces hauteurs, si la température du mercure avait 


été la même et égale à 





T’ 
» sachant que pour chaque degré de 





température, la colonne de mercure se dilate de _ 5 Il est visible 
kh TT —T . hk' T'—T 

ie h et h' t été —— —  — et 
qu auraient été hk + —— 5550 © et À 5850 © 

TT 

? ? | run 

, , 41100 

par conséquent le rapport — devra être remplacé par — ———# 

h h j T'—T 


+ 744100 
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1. h’ 4 
que l’on peut réduire à E—TvET © effectuant la division et 
LE 5550 
T'—T 7 
négligeant les puissances supérieures de 5550 La formule devient 
ainsi, 





2 — k /, L26+EN, 
_ Mg 4000 1 7e —T 
5550 
Le coefficient k a été déterminé directement par expérience; en sub- 
stituant sa valeur ainsi que celle de g, il vient 


2(t+ 1) 


1006 PLAN 
+ Sr 


La valeur que nous avons donnée à g est celle qui convient à notre 
climat. Pour rendre la formule barométrique applicable à toutes les 
latitudes, il faudrait, comme on l’a vu au N° 126, remplacer g par 

r sin 


z — 18593 (: + ——— 


20 
G — 4r° et si les deux observations étaient faites sous des lati- 





tudes différentes, on prendrait pour latitude commune 8, la moyenne 
arithmétique des deux latitudes observées. En faisant une application 
numérique de cette formule au cas où l’on a 

h—0",76315, T'—t— 25,35, 0 — 21 

h—0",60095, T—1— 21°,5, 
on trouve 

z = 2514",50. 
218. Applications aux liquides pesants. — Reprenons l’équation 
d'équilibre des fluides incompressibles 
p=p + pf (Xdx + Ydy + Zdz) 
et supposons que la pesanteur soit la seule force accélératrice. En 
prenant l’axe des Z vertical et dirigé vers le bas, il vient 
X— 0, Y—0, Z = 39, 
l'équation des surfaces de niveau (N° 211) devient 
g:=C, 
55 
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qui représente un plan horizontal, et la pression est donnée par 
p—=p +gp(—7) 


z et z' étant les ordonnées verticales des points où les pressions sont 
p et p’. On voit que la pression augmente avec la profondeur et si p’ 
est la pression au point le plus élevé, en y plaçant l’origine, on aura 


pP—=p +pgz. 


La pression p’ peut provenir d’un piston agissant sur le liquide à l’ori- 
gine des coordonnées. Si le vase est ouvert à sa partie supérieure, 
p' sera nul et p se réduira à 


P—Pg?; 
tandis que si le fluide est pressé par une colonne d’air atmosphé- 
rique par exemple, en appelant p’ la pression exercée par l’air sur 


l'unité superficielle, la pression à une profondeur z sous le niveau 
supérieur sera 


P=P +9. 
On voit aussi que h étant la profondeur de l’eau dans le vase et © la 


surface du fond du vase supposée plane et horizontale, la pression 
totale P supportée par le fond est exprimée par 


P= po = pgh.w; 


or hw est le volume d’un cylindre qui a © pour base et h pour hau- 
teur; cette pression est donc égale au poids d'un cylindre de liquide qui 
aurait pour base le fond du vase et pour hauteur celle du liquide. Il 
résulte de là que la pression totale exercée par un liquide sur le fond 
plan d'un vase est indépendante de la forme latérale du vase. 

Considérons encore une portion w de la paroi du vase, que nous 
supposerons encore plane mais inclinée à l'horizon; l’intensité de la 
pression en un point de cette surface placé à la profondeur z sous le 
niveau est pgz et un élément ds placé en cet endroit, éprouvera une 
pression p gzds ; la pression totale éprouvée par w est donc 


eg J'zds, 


l'intégrale étant étendue à toute la surface w; or si z, est l’ordonnée 
du centre de gravité de w, la théorie des moments donne 


wz = ffrds; 
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l'expression de la pression totale devient donc 


gpoz,s 


c’est-à-dire qu’elle est égale au poids d’un prisme d’eau qui aurait 
pour base la surface plane pressée et pour hauteur la profondeur de 
son centre de gravité sous le niveau de l’eau. 

217. Centre de pression pour une paroi plane. -- Si on conçoit la 
surface pressée, supposée plane, divisée en un nombre infini d’élé- 
ments, on pourra considérer la pression contre chaque élément comme 
une force appliquée en ce point perpendiculairement au plan; la 
résultante de toutes ces forces parallèles sera la pression totale que 
lon sait être égale à la somme des forces partielles et son point d’appli- 
cation s’appelle centre de pression ; c’est le point où il faudrait appli- 
quer extérieurement une force égale à la pression totale pour lui faire 
équilibre. La position de ce point est facile à déterminer au moyen 
de la théorie des moments; en effet ABC (fig. 119) étant la surface 
oblique pressée, XOY le niveau de l’eau, et XOZ' le plan de la sur- 
face pressée, la pression éprouvée par un élément ds placé en M 
sera pgzds, z étant la profondeur MP; or si on désigne par (x’ z’) les 
coordonnées OQ et QM du point M rapporté aux axes X et Z', le 
moment de cette force ou de cette pression par rapport à l’intersec- 
tion AC du plan oblique par le niveau de l’eau sera 


pgzds.z 


et en désignant par « l’inclinaison PQM ou Z'OY du plan sur l’horizon 
et en observant que le triangle PQM donne 


z—2'sinx, 
le moment deviendra 
eg sin a.z'?ds , 
et si / est l’ordonnée GL du centre de pression G et P la pression 
totale, on aura 
IP—pgsina/fz?ds, d'où | — a Jr°ds, 


l'intégrale étant étendue à toute la surface ABC. Quand on prend les 
moments des pressions élémentaires par rapport à l’axe des Z’ et 
qu’on désigne par / l’abscisse OL du point G, on aura de même 


l'P=pgsina/fzx' ds, d'où l'— PTS — Sex ds, 
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l'intégrale étant aussi étendue à tous les points de ABC. Les deux 
intégrales qui entrent dans les valeurs de / et de l’ sont visiblement 
de la nature de celles auxquelles on a été conduit en cherchant les 
moments d'inertie des corps, et leur valeur s’obtiendra de la même 
manière. Quand la surface pressée est un parallélogramine dont la base 
supérieure est horizontale et placée au niveau du liquide, on trouve 
que le centre de pression est renfermé dans la droite qui joint les 
milieux des deux bases, aux deux tiers de cette droite à partir de la 
base supérieure. 

Pour tenir compte d’une pression p’ exercée contre la surface du 
liquide, il suffit de remplacer pgzds par (pgz + p’) ds dans l’expres- 
sion précédente de la pression élémentaire. 

218. Pression sur une paroi courbe. — Lorsque la paroi du vase 
est une surface courbe, la pression totale que supporte une portion 
limitée de cette surface, c’est-à-dire la résultante des pressions élé- 
mentaires supportées par les éléments dont elle se compose, n’est 
plus égale à la somme de ces pressions élémentaires, puisque celles-ci 
ne sont plus parallèles. Pour la trouver, on décomposera la pression 
élémentaire pgzds en trois autres, parallèles à trois axes rectangulaires, 
qui sont 


pgzds cosa, pyzdscosB, pgzds cosy, 


(«, B, 7) étant les angles formés par la normale à la surface au point 
(x, y, z) avec les axes, et les sommes de ces composantes, étendues à 
toute la surface pressée, sont représentées par 


pgfzds cos «, pg/fzds cos B, Ppg f'zds cos y; 


or ds cos «, ds cos B, ds cos y sont les projections de la surface ds sur 
les trois plans coordonnés; pgzds cos « et pgzds cos B sont donc en 
grandeur et en position les pressions qui seraient exercées sur ces 
deux projections si le liquide était en contact avec les plans des XZ 
et des YZ, et pg f'zds cos a, pg f zds cos B sont en grandeur et en 
position les pressions qui seraient exercées sur des surfaces planes 
représentant les projections du contour de la surface courbe, sur les 
deux plans des YZ et des XZ. Quant à la troisième composante 
Lpgzds cos y, comme ds cos y est la projection horizontale de l'élé- 
ment ds, il est visible que zds cos y est le volume, et pgzds cos y le 
poids du cylindre vertical de liquide qui s’appuie sur ds et par consé- 
quent pq f'zds cos y est en grandeur et en position le poids du volume 
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de liquide renfermé dans un cylindre vertical passant par le contour de 
la surface pressée et limité d’une part, par la surface pressée et d’autre 
part, par la surface de niveau du liquide. Cette troisième composante 
passe donc par le centre de gravité de ce cylindre et les deux autres, 
par les centres de pression des deux projections verticales. 

Il résulte de ce qui précède, que la surface pressée doit être con- 
sidérée comme soumise à l’action de trois forces parallèles aux axes 
des (X, Y, Z), les deux premières représentées en grandeur et en 
position par les pressions que le liquide exercerait contre les projec- 
tions du contour de la surface sur les plans des XZ et YZ si le fluide 
élait en contact avec eux, la troisième représentée en grandeur et en 
position par le poids du volume de liquide contenu dans un cylindre 
vertical limité supérieurement par le niveau du liquide et inférieure- 
ment par la surfuce pressée. La résultante de ces trois forces, s’il y 
en a une, sera la pression totale cherchée. En général cette résultante 
n'existera pas et la pression ne pourra dans ce cas être remplacée par 
une force unique, mais par deux forces vu une force et un couple. 

249. Pression contre un corps plongé. — La pression que supporte 
une certaine portion limitée de la surface d’un corps plongé dans un 
liquide, se détermine comme dans le numéro précédent; mais lorsqu'il 
s’agit de la pression totale supportée par le corps entier, on y parvient 
fort simplement par les considérations physiques suivantes : concevons 
que dans une masse liquide en équilibre, une portion quelconque de 
ce liquide vienne tout à coup à se solidifier sans changer de volume ni 
de densité; l’équilibre ne sera pas troublé et ce noyau solide restera 
suspendu en équilibre au milieu du fluide. Or, ce noyau est soumis à 
l’action de son poids qui tend à le faire descendre; ce poids est done 
égal et directement opposé à la résultante de toutes les pressions élé- 
mentaires exercées sur sa surface. Il suit de là que les composantes 
horizontales de ces pressions s’entredétruisent et que la composante 
verticale est égale et opposée au poids du noyau solide, e’est-à-dire 
qu’elle passe par son centre de gravité. Le théorème de la fin du numéro 
précédent conduit visiblement au même résultat. Si on remplace le 
noyau par un autre corps de même forme mais d’une densité quel- 
conque, la pression totale restera évidemment la même; d’où il suit 
qu’un corps plongé dans un liquide éprouve une pression dirigée de 
bas en haut, égale au poids du liquide déplacé et passant par son 
centre de gravité. Il est donc soumis à l’action de deux forces verticales, 
savoir son poids qui passe par le centre de gravité du corps plongé 
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et la pression exercée par le fluide, qui passe par le centre de figure 
du volume d’eau déplacée. Quand le corps plongé est homogène, ces 
deux centres se confondent et les deux forces sont opposées ; la résul- 
tante est donc appliquée en ce point et égale à leur différence. Si le 
corps n’est pas homogène, les deux centres de gravité sont en général 
distincts et la résultante, égale encore à la différence des deux poids, 
est appliquée en un point qu’il faudra déterminer par la théorie des 
forces parallèles. Dans les deux cas, on voit que l’effort nécessaire pour 
soutenir verticalement le corps plongé dans le liquide, est égal à son 
poids diminué du poids du liquide qu’il déplace, ce qu’on exprime en 
disant qu’un corps plongé dans un liquide y perd une partie de son 
poids égale au poids du fluide déplacé. 

220. Équilibre d’un corps flottant. — Quand le corps est plus léger 
qu’un égal volume du liquide, la pression agissant de bas en haut est 
supérieure au poids du corps, qui est repoussé en partie hors du 
liquide jusqu’à ce que le poids du liquide déplacé soit réduit au 
poids du corps. Dans cette position, celui-ci sera soumis à l’action de 
deux forces verticales égales, passant l’une par le centre de gravité du 
corps et l’autre par le centre de gravité du fluide déplacé, c’est-à- 
dire qu’il sera soumis à l’action d’un couple qui aura pour effet de 
le faire tourner ou chavirer, et l’équilibre n’aura lieu que lorsque les 
deux forces égales seront directement opposées, ou bien, lorsque le 
centre de gravité du corps et le centre de figure du volume d’eau 
déplacée seront renfermés dans une même verticale. Telles sont donc 
les conditions d'équilibre d’un corps flottant à la surface d’un liquide 
pesant. La partie du corps qui est plongée dans le liquide se nomme 
carène, le plan horizontal qui sépare la carène du reste du corps se 
nomme plan de flottaison, et la verticale passant par les deux centres 
de gravité, axe primitif. 

224. Positions d'équilibre d’un corps flottant. Application au 
prisme triangulaire. — Puisqu’il est nécessaire et qu’il suffit pour 
lé iquilibre d’un corps flottant, que le poids du fluide déplacé par 
la carène soit égal au poids du corps entier et que les centres de 
gravité du corps et du fluide qu’il déplace soient renfermés dans 
une même verticale, il est visible que la recherche des positions 
d'équilibre d’un corps flottant donné dépend dans chaque cas de la 
résolution de ce problème de géométrie : diviser par un plan un 
corps donné en deux parties dont l’une aïît un volume donné, de 
manière que la droite menée d’un point donné du corps au centre de 
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figure de ce volume, soit perpendiculaire au plar coupant. Le plan 
coupant représente ici le plan de flottaison , le volume donné est celui 
d’une masse liquide d’un poids équivalent à celui du corps et le point 
donné est le centre de gravité du corps flottant. | 
Appliquons cette remarque au prisme triangulaire droit et homogène, 
placé en équilibre sur un liquide, de manière que les arêtes parallèles 
soient horizontales. Comme toutes les sections perpendiculaires aux 
arêtes sont identiques, les conditions d'équilibre sont indépendantes 
de la longueur du prisme; il suffira donc de résoudre ce problème : 
diviser un triangle ABC (fig. 120) en deux parties, telles que le rapport 
de DCE à ABC soit égal à un rapport donné et que la droite GG’ qui 
joint les centres de gravité de ces triangles soit perpendiculaire à DE. 
Désignons par p et p’ les densités de l’eau et du prisme, par a, b, c 
les trois angles du triangle, par l, m, n les trois côtés opposés, par 
æ, y les longueurs inconnues DC et CE. Soient F et F’ les milieux 
des côtés AB et DE, G et G’ les centres de gravité des deux triangles 
ACB et DCE. Comme les aires de ces triangles sont dans le rapport des 
produits AC.CB et DC.CE, on a pour première équation de condition 


D'un autre côté, les droites GG’ et FF’ étant parallèles, cette der- 
nière doit être perpendiculaire au milieu F’ de DE et par conséquent 
les deux obliques FD et FE doivent être égales; or les triangles AEF 
et DBF donnent 


2 
DFE (— 0) + — (l— à) n cos b 


2 
EF = (me — y) + — (m —ÿ) n cos a; 


on a donc pour seconde condition 
(— x) — (l— x) n cos b = (m — y}? — (m — y) n cos a. 


Cette équation , jointe à la première, servira à déterminer x et y. 
Si le triangle ABC avait deux de ses sommets plongés dans le liquide, 
en considérant AEDB comme étant la carène, il faudrait pour l’équi- 


libre que le rapport de ABC à AEDB fût égal à Ê et que leurs centres 
p 


de gravité fussent placés dans une droite perpendiculaire à DE. La 


L 
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première condition exige que les triangles ACB et DCE soient dans 
le rapport de p à p—p", c’est-à-dire que l’on doit avoir, en conservant 
les mêmes désignations que précédemment, 
° ? 
Ty = PE 7m. 
P 

Quant à la seconde condition, comme la droite qui joint les centres 
de gravité des deux partics AEDB et DCE contient nécessairement le 
centre de gravité de la figure entière ACB, il est visible qu’il faut 
encore que la droite GG’ qui joint les centres de gravité de ACB et 
DCE soit perpendiculaire sur DE; la seconde des deux équations pour 
le cas précédent subsiste donc pour celui-ci et doit être combinée avec 
celle qu’on vient de trouver. 

Si la base du prisme était un polygone quelconque ACBD (fig. 121), 
ayant son centre de gravité placé en G, les aires EE’C et ACBD devraient 
encore être dans le rapport des densités du liquide et du prisme, 
c’est-à-dire que l’on aurait 


| ’ 
5 Y sin GTS, 


S étant l'aire du polygone et Say sin C étant l'aire du triangle CEE”. 


On obtiendrait la seconde équation en observant que si on prolonge 
CG, en faisant GF égal à la moitié de CG et qu’on mène par le point F 
la droite A’'B' de manière qu’elle soit divisée en F en deux parties 
égales, le point G pourra être considéré comme le centre de gravité 
d’un triangle fictif A’CB’ dont il faudra assurer l’équilibre en posant 
la seconde des deux équations précédentes. On trouvera ainsi les 
valeurs de x, y ou CE, CE’, pourvu qu’elles ne dépassent pas les lon- 
gueurs CA et CB. Ainsi si le corps flottant est un prisme homogène, 
ayant pour base le parallélogramme ADBC, les distances FE et FE” 
devront être égales, ce qui conduit à l’équation 


FA? + E’A°? — 9FA’.E’A’ cos A’ — FB°? + EB’? — 9FB’.EB’ cos B 


c’est-à-dire, en observant que AA’, BB’, GF, AG sont les moitiés de 
AC, CB, CG, AR, et en désignant AC, BC, AB, l’angle CAB, l'angle CBA 
par b, a, c, a, B, 


3 2 5 f5 3 2? 5 [3 
g0—® nr a — © ca (fa—y)—Se(5 ay cos 6 
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et la première équation devient 


Cherchons encore les conditions d’équilibre d’un prisme droit ayant 
pour base une portion de parabole BAC (fig. 122). Supposons le prisme 
homogène ou, pour plus de généralité, supposons-le rempli symé- 
triquement, de manière que son centre de gravité soit placé dans l’axe 
en G et au milieu de la longueur du prisme. Par le point le plus bas 
de la carène EME’, menons une tangente horizontale MX à la section 
BMC, une verticale MNY et une parallèle MF à l’axe AD. Désignons 
par 8 l’inclinaison YND de l’axe sur la verticale, par a la hauteur AD, 
par 2p le paramètre de la courbe, par b la distance AG, et par a’ la 
longueur MF. On sait que le centre de gravité G de EME’ est situé sur 


le diamètre oblique MF, de manière que MG = À MF, et on trouve 


pour les deux coordonnées x”, y’ du point G, 


ed 


L 


8 ,. 6) 
x = 5% sin 0, y —=;ÿ5a cos 0. 


Quant aux coordonnées x, y du point G, si on désigne par n la nor- 
male MN à la parabole au point M, on trouve sans peine 
2p 





AN — 


et par conséquent 
2 2 
x = NG sin © (ir) sin 6, 
2p 





| 2 2 
= MN + NG eos 0 n + (5 —2 Eco 0 


ou bien, en remarquant que dans la parabole la projection n cos ® de 
la normale sur l’axe AD est égale àp, 


zx —(b cos? 0 + À in 0 b cos 0 cos? 0 + À 
En P 9 cos? 0 > JTART S PT 3 005 0 


Pour qu’il y ait équilibre, les centres G et G’ doivent se trouver dans 
une même verticale; x et x’ doivent donc être égaux et l’on trouve 
pour première condition 


3 | 820 + AN . 
5 a’ sin 0 (5-7) sin 9. 
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D'un autre côté, le volume de la carène multiplié par la densité p de 
l’eau devant être égal à la masse M du corps flottant, et l’aire EME 


, 4 ; . . Le 
étant exprimée par 5 V/2pa'5, on doit avoir, en désignant par L la lon- 


gueur du prisme, 


| ä 
4 / 9 M 
… 18 — ot 1 — — — 7 
= PV 2pa—M d'où a 16 pp 


et l'équation de condition précédente devient 


3 ° /9 M: no (4 À + cos’ 0 in 0 
ÿ 162prl PS cost 0 ? 


d’où l’on tire 








sin0—0 et cos = + / P 


Il y a donc, en général, trois positions d'équilibre. Comme cos 0 doit 
toujours être moindre que l’unité, l’équilibre dans une position incli- 
née n’est possible que si l’on a 


3 nn) 
6 9 M* 
pr) 56 pe 


: x °/9 M? 
DPTS 16 2pp li 


Quand le prisme a une densité uniforme p’, comme l'aire parabolique 


d’où 


BAC est = V/2pa5 et que AG est alors égal à AD, M sera égal 


4 
à = lp 2pañ, l'angle 0 sera donné par 


cos 9 — — —— - 
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et la condition pour la possibilité de flotter däns une position inclinée 


devient 
p _5p\ 
» (: 5 ) 


La distance GG’ entre les deux centres de gravité ou y — y’ est 


ë 
6  /9 M: 
"= 2b — p — - — ——— 
s& Ve ( PT ÿ 16 1) 


et quand le prisme est homogène, elle devient 


we 


a, 


2. 
eVrielt-G) I 
P 


222. Stabilité des corps flottants. Métacentre. — Après avoir établi 
les conditions d’équilibre d’un corps flottant, il importe de pouvoir 
reconnaitre si cet équilibre est stable ou instable, c’est-à-dire si le 
corps, dérangé infiniment peu de sa position d'équilibre, tendra à y 
revenir ou s’en écartera indéfiniment. Soit AFB (fig. 125) une section 
verticale de la carène passant par les centres de gravité G et O du corps 
flottant et du liquide déplacé, AB le plan de flottaison et GOF l’axe 
primitif. Concevons ce corps dérangé infiniment peu de sa position 
d'équilibre au moyen d’impulsions très petites et supposons qu’à une 
époque quelconque, le niveau du liquide devienne ab (fig. 124), 
la figure représentant une section du corps par un plan perpendiculaire 
à l’intersection D des deux plans AB et ab. Désignons par 2mnv° la quan- 
tité de forces vives qui animera le corps au bout d’un temps t après le 
dérangement, et par Zmu? la quantité de forces vives très petite qu’on 
lui a communiquée primitivement pour le déranger. On sait que l’on a 





Emv? — 2mu + 2 f = (Xdx + Ydy + Zdz), 


(X, Y, Z) étant les forces motrices, et l’intégrale devant être prise 
depuis l'instant du dérangement jusqu’à l’époque f. Les forces motrices 
sont la gravité et la pression du liquide. La première agit sur toutes 
les parties du corps flottant, tandis que la seconde n’agit que sur la 
surface mouillée aFb; mais comme cette dernière force a (N° 219) une 
résultante passant par le centre de figure de la carène ct égale au 
poids du liquide déplacé, il est visible qu’on peut concevoir cette der- 
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nière comme étant le poids même du volume d’eau déplacé, la pesan- 
teur agissant ici de bas en haut. De cette manière, chaque élément dm 
de la masse du corps entier sera animé d’une force verticale et dirigée 
vers le bas égale à gdm et chaque élément dy du volume d’eau déplacé 
sera poussé par une force également verticale, mais dirigée vers le 
haut et égale à pgdp. Cela posé, si on prend pour plan des XY le 
niveau ab du liquide, l’axe des Z dirigé vers le bas sera vertical et 
l'équation des forces vives se réduira à 


; Emv°? — S cmt — 099 f idudz + g f zdmdz, 

dans laquelle le signe Z indique une somme de produits étendue au 
corps entier pour la seconde intégrale et au volume déplacé seulement 
pour la première, et le signe / indique des intégrales de ces sommes, 
prises entre les époques 0 et {, c’est-à-dire que le signe sommatoire Z 
se rapporte aux différentielles du et dm et les intégrales /’, à la diffé- 
rentielle dz. L'intégrale / >dudz, qu’on peut écrire ainsi : 2 /'dpdz 
ou :du f dz est égale à >du (z— 2), z' et z étant les ordonnées 
verticales de l’élément dx du volume déplacé avant le dérangement 
et à l’époque t. En l’écrivant ainsi : 


2duz — >duz’, 


on voit qu’elle représente la différence des moments de ces volumes 
pour ces deux instants, par rapport au niveau du liquide. Si donc on 
désigne par V le volume AFB, le moment >duz’ sera égal à V multi- 
plié par OC ou Va. Quant au moment >duz, comme le volume de la 
carène à l’époque t est aFb, celle-ci se composcra de AFB augmenté 
de aABb et le moment de aFb sera égal à la somme des moments de 
ces deux parties. Le moment de AFB est V multiplié par OC’ ou Vx; 
pour avoir le moment de aABb, considérons ce volume comme en- 
gendré par la rotation de l’aire de la section AB autour de l’inter- 
section D. Si on divise cette aire en éléments infiniment petits w et 
qu’on représente par r la distance «D de l’un de ces éléments à l’inter- 
section D, l'arc de cercle ww” décrit par &w (arc qui se confond avec la 
perpendiculaire ww’ abaissée sur ab) scra ry, # étant l'angle infini- 
ment petit D; on aura donc wr pour le volume cylindrique ww’ en- 


, SI} ry 
gendré par w, «ry gr: pour le moment de ce volume par 
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4 
rapport à ab et > LUE ou SM pour le moment de aABb. 


zwr? est le moment d'inertie de l’aire AB par rapport à l’intersec- 
tion D. Il résulte de ce qui précède, que l’on a 


| 
S'Edudz = Na — Va + 5 > wr?. 


Pour ce qui est de l'intégrale /':dmdz ou dm f'dz — 2 dm (z — :), 
en désignant par M la masse du corps flottant et par bet 6 le Z du 
centre de gravité G de ce corps dans l’état primitif et à l’époque t, 
c’est-à-dire GC et GC”, on a par la théorie des moments, 


izdm.z —M.b, >zdm.z— MB, 
et par conséquent 
zdm (z— 7) —M (86 — b). 


L’équation des forces vives devient, en substituant, 

1 2 1 2 1 2 2 

g 2 MU = SEMU + pgVa — pgVa — geg 2 œr + gM (6 — b), 
qu’on peut réduire à la suivante, en désignant GO par d, 


2 mo? = 2mu? — pgy°2wr? + pyVdN?, 


parce que PV est égal à M et que la différence a — b — (x — $) n'est 
autre chose que 


y°d. 


NO] => 


GO — RO — GO (4 — cos GOk) — GO (4 — cos #) — 


Si par le centre de gravité g de la section de flottaison AB, on mène 
une parallèle à l'intersection D, on sait qu’en désignant par Ok? le 
moment d'inertie de cette aire Q par rapport à cette parallèle et par / 
la distance gD, on a (N° 147) 


or? — ok? + ol?; 
il vient donc 
mr? — 2 mu? — gp#? (ak + ol? — Vd). 


En désignant par & l’ordonnée gg’ du centre de gravité g et remar- 
quant que 
ë— l sin y — 1, 
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on trouve enfin 
sut = 2mut — gp {or + we (ok? — Vd)}. 


Quand le centre O est placé au-dessus du point G, la distance d de ces 
points change de signe; cette formule sera donc applicable au deux 
cas, en l’écrivant ainsi : 


met = 2 mu? — gp {06 + 6 (QRE Vd)f. 


Pour interpréter cette équation, il faut distinguer le cas où ak? + Vd 
est positif et celui où ce binôme est négatif. Dans le premier, les 
deux termes compris dans les accolades seront positifs; le second 
terme du second membre conservera donc son signe négatif, et par 
conséquent zmv* sera toujours moindre que zmu?; la quantité de 
force vive initiale imprimée lorsque le système était en équilibre sera 
done un maximum ; d’où l’on conclut (N° 146) que cet équilibre est 
stable. De ce que zmv° reste très petit, on conclut que le corps ne 
s’écarte que très peu de la position d’équilibre (voir la théorie de l’équi- 
libre stable ou instable (N°98). Dans le second cas, la quantité comprise 
entre les accolades pourra devenir négative, le second terme du second 
membre de l’équation deviendra alors positif et rien ne limitera plus 
la valeur de >= mv°, ce qui caractérise une position d'équilibre instan- 
tanée. II suit de là que l’équilibre sera stable ou instable suivant que 
ok? + Vd sera positif ou négatif. Cette quantité sera toujours positive 
si le centre de gravité G est placé au-dessous du centre O. Dans le cas 
contraire la stabilité exige que ok? soit supérieur à Vd. 

Pour que la stabilité du corps flottant soit certaine, il ne suffit pas 
de s’être assuré de la stabilité relativement à un dérangement infini- 
ment petit effectué dans un certain sens; il faut vérifier les conditions 
précédentes pour un dérangement quelconque; or quand on change 
le sens de l’inclinaison donnée au corps flottant, la parallèle à l’inter- 
section D menée par le centre de gravité du plan de flottaison prend 
une direction différente et par conséquent le moment d'inertie Qk? n’a 
plus la même valeur. Si l’on détermine celle de toutes les droites 
passant par le centre de gravité du plan de flottaison, pour laquelle 
le moment d'inertie Qk? est le plus petit possible, il faudra vérifier 
la condition de stabilité Q@k? > Vd pour cette valeur de k. 

La théorie de la stabilité des corps flottants, telle qu’elle a été pré- 
sentée depuis Bouguer jusque dans ces derniers temps, était fondée 
sur la détermination de la position d’un certain point du corps appelé 
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métacentre. On appelait ainsi le point d’intersection m (fig. 125) de 
l’axe primitif Gm par la verticale O'm passant par le centre de figure 0’ 
de la carène, telle qu’elle se trouve après que le corps a été dérangé 
trés peu de sa position d'équilibre et on faisait dépendre la stabilité 
de la situation de ce point au-dessus ou au-dessous du point G. Quoique 
la considération du métacentre ait conduit aux mêmes conditions 
d'équilibre que l’emploi de l’équation des forces vives, on a reconnu 
depuis que l’ancienne théorie était inexacte et qu’elle devait être 
abandonnée. 

Appliquons les conditions de stabilité à un prisme isocèle homogène, 
droit, à base triangulaire (fig. 425), placé en équilibre sur un liquide 
dans lequel plonge l’angle C. Il est visible que si on désigne par H 
et À les hauteurs CF et CF’ des deux triangles ACB et ECD, on aura 


GO où d—6C—0C—2(H—b). 


D'un autre côté, le plan de flottaison ED étant un rectangle, si on 


désigne par / la longueur du prisme et par b la largeur ED, le moment 
5 ô 


ue un on: lb bES 
d'inertie minimum de ce rectangle est TUE suivant que l est plus 


- petit ou plus grand que b. Dans le premier cas, comme le volume 


de la carène DCE est la condition de stabilité est 


lbs © 2 (bh . D? 
1 7 ; (H —h)— ou bien Z > k(H—h), 
et en désignant par a l’angle ACF, 
h > H cos’ «. 


On a vu que si P et ? sont les densités du liquide et du prisme, on 
doit avoir pour l’équilibre, 


p:p — AC.CB : EC.CD, 
et par conséquent 
p:p =— AC? :CE?— H°:hÿ; 


l’inégalité précédente prend donc la forme 


4 ’ 
p > pcosta et cos a «y/! 
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qui fixe la limite de la densité du prisme, au-dessous de laquelle la 
stabilité cesserait d’être assurée pour un angle donné à ou, si les 
densités sont données, la limite inférieure de la valeur de l'angle «. 
Dans le second cas, c’est-à-dire si L est plus grand que b, on aura 
à la fois 
| bd 2 lbh 
t t — =(H— h) — 
l <L2htanga e 15 > ;{ h) 5 
et l’on trouve en multipliant, que la condition suffisante de stabilité 
se réduit encore à 


RS COS! «. 
P 


225. Oscillations des corps flottants. Oscillations du centre de gra- 
vité. — Lorsqu'un corps flottant est dérangé infiniment peu de sa 
position d’équilibre stable, il effectue autour de cette position une 
suite indéfinie d’oscillations dont nous nous proposons de reconnaître 
les lois. On sait que lorsque des forces agissent sur un corps libre, 
celui-ci prend deux mouvements indépendants, savoir le mouvement 
du centre de gravité et le mouvement de rotation autour de ce centre. 
Le premier se détermine en transportant toutes les forces ainsi que 
la masse du corps flottant à son centre de gravité ; le second, en con- 
sidérant le centre de gravité comme fixe. 

Occupons-nous d’abord du mouvement du centre de gravité. Soit 
AB (fig. 126) le plan de flottaison dans la position d'équilibre; suppo- 
sons que la figure représente la position du corps à une époque quel- 
conque t, ab étant le niveau du liquide et ab’ une parallèle à ab 
menée de manière que le volume a'Fb’ soit équivalent à AFB, ou que 
le volume aABb soit équivalent au volume aa’b'b. L’intersection g con- 
tiendra le centre de gravité de AB, puisque le volume aABb qui est équi- 
valent à aa’b'b, sera représenté par surf. ab.gg’ et que l’on sait (N° 63) 
que le volume aABb considéré comme un prisme tronqué est aussi 
donné par le produit de surf. ab par la perpendiculaire abaissée du 
centre de gravité de la base supérieure AB sur la base inférieure ab. 
En désignant par z la profondeur LG du centre de gravité G du 
corps flottant au-dessous du niveau du liquide et en conservant les dé- 
nominations précédentes, Ve sera la masse du liquide déplacé dans 
l’état d'équilibre et par conséquent celle du corps flottant, et si l’on 
remarque que la force motrice est l’excès de la pression du liquide 
sur le poids du corps, c’est-à-dire une force égale au poids p du 
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liquide aa'b'b et agissant de bas en haut, l’équation différentielle du 
mouvement du point G sera | 


d?z 


Comme cette tranche est infiniment mince, son volume est repré- 
senté par le produit de l’aire a’b’ par l'épaisseur cL ou gg’ et ab’ ne 
différant que très peu de AB, ce volume sera donné par 0e, € étant 
l'épaisseur gg’ et Q l’aire du plan de flottaison ; l'équation du mouve- 
ment devient donc 

y z dz © 
Ps — — 2679; ou de  _ —vT,E 


Il est visible que l’on a 
z ou LG—=e + Gc— € + Gd cosy — € + GC cos y = € + GC, 


parce que l'angle y ou cGC est infiniment petit et que Gd ne diffère 
que très peu de GC, du moins quand Cg est très petit comme cela a lieu 
le plus souvent. GC étant une quantité constante que nous avons dé- 
signée par b, l’équation du mouvement prend la forme 

d'e Q 
dv 


qui a pour intégrale 


o | og 
e=Aut4/ + Banc / 8, 


et si on détermine les deux constantes par la condition que la valeur 
initiale de € ou gg' soit égale à e et que la vitesse initiale soit nulle, 


on trouve 
©0g 
E— € COS L! — 9 
V V 


d’où l’on conclut, comme à la page 174, que le centre de gravité G 
effectue une suite indéfinie d’oscillations isochrones verticales dont 


V 
l'amplitude est 2e et dont la durée est x V — 


0g 
224. Oscillations autour du centre de gravité. — Passons au mou- 
vement du corps flottant autour de son centre de gravité considéré 
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comme fixe et supposons d’abord sa forme telle que l’un des trois axes 
d'inertie principaux relatifs au centre de gravité soit dirigé suivant 
l’axe primitif GC et que le plan vertical AFB passant par l’axe primitif 
divise le corps en deux parties symétriques. Alors une perpendiculaire 
à AFB élevée au centre de gravité G (fig. 124) sera un axe d'inertie 
principal. Admettons encore que le corps ne prenne un mouvement de 
rotation qu’autour de cet axe, ou en d’autres termes, admettons que le 
corps flottant ait un mouvement de tangage sans roulis. En représen- 
tant par p la vitesse angulaire autour de cet axe et par À le moment 
d'inertie, l’équation du mouvement de rotation sera 


d 
A FE — 5 (yZ — 2Y), 

dans laquelle le second membre représente la somme des moments des 
forces motrices par rapport à cet axe principal. Les forces qui agissent 
sur le corps sont verticales et elle se réduisent à la pression du liquide, 
puisque le poids du corps étant appliqué au centre de gravité fixe G 
(fig. 124) n’a pas d'influence sur la rotation. Cette pression est égale 
et opposée au poids de aFb, c’est-à-dire au poids de AFB et au poids 
de aABb; si donc on suppose que la figure 124 représente la section 
symétrique du corps flottant à une époque quelconque t, le moment 
de la force par rapport à cet axe sera égal et de signe contraire au 
moment du poids de AFB augmenté du moment de aABb.. Le moment 
de AFB est Vog multiplié par Gh. Pour avoir le moment de aAB6, on 
le décomposera, comme au N° 222, en éléments ww’ dont le volume 
est wry, le poids pgwry et le moment par rapport à l’axe A, pgwry 
({’—r), en désignant par /” la distance DC. Le moment de aABb est 
donc 


J'gpcorn ( — r) = pgnl [row — pgu fr°w, 


les deux intégrales étant prises dans toute l’étenduc de AB. Le mo- 
ment de aFb est par conséquent représenté par 


Veg.Gh + pgnl' f ro — pgn fort; 
mais On à 
Gh — GO sin GOh — d. sin 4 —4d; 
ce moment est donc 


Vaend + pgnl' [ro — pgn f rc. 
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La première intégrale est le moment de l’aire AB par rapport à D, 
c’est-à-dire Ql; la seconde est le moment d'inertie de AB par rap- 
port à l'intersection D, que nous avons trouvé (N° 447) égal à 
ok? + of?. Le moment de aFb devient ainsi 


gen (Vd — ak? + all — of?) 

qui se réduit à 
| gp (Vd — ok), 
si on suppose égales les distances en général peu différentes DC et 
Dg. Si le point O était placé au-dessus du point G, le signe de d chan- 
gerait et le moment deviendrait 
gen (— Vd — of?) ; 
le moment de la pression sur aFb est donc en général représenté par 
gen (GK + Vd) 

et l’équation de rotation prend la forme 


dp Le 
À dut gpaak + Vd), 


ou plutôt 


dy x 
As = —gp(0k + Va), 


dy 
parce que p est égal à — A” ‘signe moins provenant de ce que la 


vitesse de rotation est prise positivement quand GF se rapproche de 
la verticale, ce qui correspond à une diminution de l’angle 4. 

En représentant par x la valeur initiale de #, c’est-à-dire en suppo- 
sant la droite GO primitivement écartée de la verticale d’une quantité 
angulaire autour de l’axe A, si le corps est ensuite abandonné à 
lui-même sans vitesse initiale, l'intégrale obtenue comme au N° 223, 
sera 

N —= pe COS £ p (ak + Va) n 
A 
qui apprend que le mouvement de rotation du corps flottant autour 
de l’axe d'inertie principal À est oscillatoire et que la durée des 


un / À 
oscillations est x GE = Va) | 
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Si le binôme ok? + Vd était négatif, l'intégrale au lieu d’être cireu- 
laire, aurait une forme exponentielle, qui n’indiquerait plus un 
mouvement oscillatoire, mais avertirait que le corps s’écarte indéfini- 
ment de la position d’équilibre. La condition de stabilité trouvée plus 
haut se trouve ainsi vérifiée. 

225. Théorie générale des oscillations d’un corps flottant. — Nous 
venons de supposer que le corps flottant ne prend un mouvement de 
rotation qu’autour d'un seul des trois axes d'inertie principaux du 
centre de gravité. Reprenons maintenant le méme problème en lui 
laissant une plus grande généralité et bornons nous à supposer que 
l’axe primitif est un axe d'inertie principal pour le centre de gravité. 
La figure 124 représentant encore le corps flottant à un instant quel- 
conque ft, par le centre de gravité G faisons passer deux systèmes 
d’axes rectangulaires, l’un (X, Ÿ, Z) représenté par les axes d’inertie 
principaux dans leur position actuelle, l’autre (X’, Y’, Z’) représenté 
par les mêmes droites dans la position d’équilibre du corps flottant ; 
léquation du plan ab rapporté aux premiers axes est de la forme 


z2= ax + by + c 
et si on désigne par & et b les distances CE et GC, par yet 4 les inclinai- 


sons des traces du plan ab sur X et Y dans les plans XZ et YZ, cette 
équation deviendra 


z== x tlangy + ytangy + < + b 
ou plutôt, les angles # et n’ restant très petits, 
Zz= NX + ny + € + b. 
Le volume du cylindre élémentaire ww’ est © (z — b); le volume de 
aABb— v est donc fo (z—b) ou y fox + n Joy + 0e, les inté- 
grales étant étendues au plan de flottaison AB entier. Les moments 
du prisme élémentaire ww’ par rapport aux trois axes (X, Y, Z) sont 
z + b 
2 
de tous les prismes qui composent aABb sont données par 
Jo(i—-bjx=n fox + n/foxy + Ee fax, 
JoG—b)y=n fox +nfoÿ +efoy, 





w(z—b)x, w©(z— b)y, © (z — b) 


et les sommes des moments 


4 
Jo (s — b) =; n J'ai + En oÿ° + 306 + m1 Joy 


+ en J'ox + en Joy + bn J'ox + bn Joy + obe. 
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Il suit de là que les valeurs des coordonnées (x, y, z,) du centre de 
gravité de ce volume sont 
Sont + n f'oxy + E fox 
Un fox+nfoy +e 
n'J'oxy + n Joy + € f'oy 
n J'ox + nf woy +ea 
, TS Qt + Joy + 08° + 2m J'oxy + 2(e + bjn J'ox + 2(e + bin Joy + 2obe 
= 2 (n J'ox + n Joy + 0) 


Y, , 


y, — 


, 
Z 


11 résulte aussi de la forme de l’équation du plan ab, que l’axe des Z’ 
qui lui est perpendiculaire fait avec les axes (XYZ) des angles qui 
ont pour cosinus 
" n 1 

——————_—_—]—Û_2——— 2? pm ? 

Vi+rnitin pi+n+nt VÆ + nm + nr? 
expressions qui se réduisent à »’, n et À, à cause des valeurs très petites 
de n et n’. En considérant donc le poids de aABb comme une force 
verticale appliquée au centre de gravité, les composantes de cette 
force suivant les axes (XYZ) seront — gpvn, — gpun, — gpv et par 
conséquent les moments de ce poids par rapport aux axes seront, 
d’après une formule de la page 40, 

gpo(—y+zn), gpo(—zn+zx), gpo(—an+y), 

c'est-à-dire 


9P G n° Jon + Sn S OY? + S oe?r + nn J'oxy + (e + bjnn J'ox 
+ (+ bjr? Joy + oQbne — n J'oxy — nf @y? — Jay), 
, : 1 4. À 
ge{n Sox + n f'oxy +e fox — SNS Jon — jf ay — 50 


— 0° f'oxy — (8 + bjr fox — (e + bjnn' Joy — aber) ) 


gp (n° J'oxy + nn Joy} + en Joy — nn j'oxt — n° J'oxy — en fox). 
On reconnaît de la même manière 1° que les trois composantes du poids 
Veg de la carène, appliqué en O sont — Vogy', — Vpgn, — Vpg, 2° que 
les coordonnées du point O sont 0, o, — d et 3° que les moments de ce 
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poids par rapport aux axes (XYZ) sont — Vpgyd, VpgW'd, zéro; si donc 
on représente par À, B, C les trois moments d'inertie principaux du 
centre de gravité et par p, q, r les vitesses de rotation autour de ces 
axes à une époque quelconque, les équations du mouvement du corps 
autour du centre de gravité seront (N° 165), en observant que les 
forces motrices sont ici le poids de la carène et le poids de aABb pris 
tous deux en sens inverse, 


TE — (B— C)rq=— — gp G nn? fox? + etc. ) + Vegnd, 


— (C— A) pr = — gp(n fox? + ete.) — Vpgr'd, 


dr 
CT — (A — B)pq — — gp (n° J'oxy + ete.). 


Il est à observer que le second membre de la 3"° équation est sensi- 
blement nul, puisqu'il ne contient que des termes très petits du se- 
cond ordre en n, » et e. Le produit pq est aussi négligeable ordinai- 
rement, parce que les vitesses de rotation p et q sont généralement 
trés petites. Il suit de là que di est nul et que r est constant ; si donc 
. On n’imprime au corps aucune vitesse de rotation autour de l’axe ver- 


tical, cette vitesse r sera constamment nulle. D’un autre côté les nie 
? 


dn di 
ses p et q sont représentées par — TH et a? le signe moins de — ü T pro- 


venant de ce que la valeur positive de p répond à une rotation dans 
le sens ZX, ce qui correspond à une diminution de l’angle n. En né- 
gligeant dans les seconds membres les termes très petits du 2° et du 
3e ordre, et mettant +d pour embrasser le cas où le point O serait 
au-dessus de G, les deux premières équations deviennent 


d? 
AT — — ge (nr J'oxy +n fo? + € f'oy + Vnd), 


d?n' 

B=7 

dt? 

À ces équations du mouvement de rotation il faut joindre celle du 

mouvement vertical du centre de gravité G, qui est en désignant GC” 
par z’, 


(1) 
= — go (nfoxy + n' fox? + e& fox + Vr'd). 


ME — pg(V + 2) + My, 
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ou bien, en remplacant la masse M du corps flottant par Vp et en re- 
marquant que l’on a 


z' = GE cos ZGZ'— GE — e + b, 

d'e ss. (2) 
Va = — 9 (ox + n Joy + 06). 
Telles sont les trois équations d’où dépendent toutes les circonstances 
du mouvement. Quand le point d’intersection C de l’axe primitif et du 
plan de flottaison est le centre de gravité de AB et que des parallèles 
à X et Ÿ menées par C forment les axes d'inertie principaux de ce 
plan, les intégrales fox, f'oy, f'oxy que nous désignons par 04, ab, oc 
sont nulles, et si le corps ne prend un mouvement de rotation qu’autour 
de l’axe À, les équations se réduisent aux suivantes, en désignant par 
ok? et ak'* les moments d'inertie /'wx* et /'œy* du plan AB, 


d?y } 
ADS == — gps (ok + Vd) 


d?e ga 


— == — — 
dt? V 


qui sont celles qui ont été trouvées plus haut. Quand ces conditions ne 
sont pas remplies, il faut intégrer les équations (1) et (2) qui forment 
visiblement un système d’équations linéaires simultanées à coefficiens 
constants. On les mettra pour cela sous la forme 











2 
D 3 (Q£® E Vd)y + ocy + obs = — g (ly + mw + ne), 
9 # 
= (ok? + Vd)w + oc +0e|= — 9 (ln + m'y +n'e).….(5) 
d?s 0g , … 1, "1.1 r? 
M — Nm + +el=—g(ln+ mens), 


puis on multipliera les deux dernières par des facteurs indéterminés 
et }’; en additionnant ensuite, il vient 


p ’ 1)’ »? 
dr ei (= PET 


du +3 dt? PEU IE 
n+in +\n" 
F Cr ++ 
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Si l’on détermine les facteurs } et \’ par les conditions 


m + 2m’ + )'m” n +in +)n" VE 
Dee TN Tata 


l'équation différentielle devient, en représentant par + le trinôme 
n+dn + )'E, 

d'y ? LU L 

aa gt+u +0 g 


que l’on intégrera comme au N° 225 et qui donnera 
p Où n+ANn+\e— A cos t/g (+ +0) +B sin ty/g(+ +), 
ou plutôt, s’il n’y a pas de vitesses primitives, 

n+n +Ve= A cost g(l + + 20”). (5). 


Les équations qui servent à déterminer les valeurs de } et }’ donnent 
pour ces facteurs trois valeurs; l’équation précédente est donc triple 
et en résolvant celles-ci par rapport à n, n’, €, on trouvera des valeurs 
de la forme 


== p COS { J/ xg + vcosty/Bg + r cost 9 
= p' cos tV/ag + v cos t W/Ëg + x’ cos tp/ 7... (6) 
2 — bp" costy/ag + »” cos t/Bg + +” cos t /yg 


qui donnent la solution complète de la question. 

226. Oscillations des différents points d’un système de forme va- 
riable. Principe de la superposition des petites oscillations. — Les 
valeurs qu’on vient de trouver pour n, », € font connaître une pro- 
priété remarquable du triple mouvement oscillatoire des corps flot- 
tants. Désignons par (, À, à,), (à, à/, À) les trois valeurs de à et » 
tirées des équations (4) et par x; %; € les valeurs initiales de n, », €. 
Les trois équations (5) qui correspondent aux trois racines de (4) seront 


y + 9 + Ve — À cos t/g(l + N° + Xl"), 
n+ À + )/e=— À’ cost g (+ + 2x0)... (7) 
n+)1# +X,e— A" costy/g(i +2 l +"), 

et en faisant t—0, on trouve pour les constantes arbitraires A, A, A”, 


A = No + Mo + VE A'=no+ no + l'E À" = No + À Mo + X,Eoree(8) 
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D'un autre côté, si on suppose qu’à l’époque initiale, la variable # a 
seule une valeur #, les deux autres étant nulles, il est visible que 
pour {— 0 on aura 


À = À'=M)y À" Yo. 
De même si #’ ou & ont seuls une valeur initiale #, ou €,, il faudra faire 
À — ÂN'o3 A’ — À No A” == A N'0 
ou bien 
A = VE À' == Eos A” == 0. 


Les sommes de ces trois dernières valeurs de A, A’, A” étant égales à la 
première (8), on en conclut qu’à chaque instant les valeurs de #, #, e, 
dans l’hypothèse d’un triple ébranlement initial, sont égales aux som- 
mes des trois valeurs des mêmes variables correspondant chacune à un 
ébranlement unique. Cela résulte de ce que, si l’on pose les trois équa- 
tions (7) pour chacune des quatre hypothèses précédentes, en addition- 
nant ces neuf équations trois à trois, on sera conduit à trois équations 
en tout point semblables aux trois équations (7), si ce n’est que 
#, Y, € se trouveront remplacées par les sommes trois à trois des 
mêmes variables correspondant aux trois derniers modes d’ébranle- 
ment. Cette coexistence sans aucune altération de chacun des trois 
mouvements oscillatoires distincts, dus aux trois déplacements primitifs, 
n’est pas particulière aux corps flottants; elle n’est qu’un cas particu- 
lier d’un principe général de mécanique connu sous le nom de prin- 
cipe de la superposition des petites oscillations et qui consiste en ce 
que si un système de points liés entre eux d’une manière quelconque 
est écarté très peu, de plusieurs manières et simulianément de ses po- 
sitions d'équilibre stable, le mouvement oscillatoire que prendra 
chaque point du système sera à chaque instant la résultante des 
mouvements particuliers qui seraient ds à chaque mode d’ébranle- 
ment appliqué isolément. Avant de le démontrer, proposons-nous de 
déterminer les circonstances du mouvement infiniment petit des diffé- 
rents points d’un système de forme variable en équilibre, que l’on a 
dérangés infiniment peu en leur imprimant des vitesses très petites. 
Rapportons chaque point du système, par des coordonnées tou- 
jours très petites (xyz), (x'y’z'")..…, à des axes rectangulaires fixes et 
parallèles, passant par chaque point dans sa position d'équilibre. 
Les n conditions de liaisons, que nous supposerons indépendantes du 
temps, sont exprimées par des équations entre les coordonnées des 


D8 
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différents points dans leur position d’équilibre et les coordonnées va- 
riables (xyz), (x'y'z")..… Concevons ces fonctions développées suivant 
les puissances croissantes des variables, on aura en s’arrétant aux 
termes de première puissance et en désignant par a, B, y, «.... Cer- 
taines constantes, 


ax + By ++ x +... —0 
x + By + ÿz + dx +... = 0... (9) 
x + By + y'z + dx +. — 0. 
D'un autre côté, en désignant par (XYZ), (X'Y'Z).... les forces accélé- 


ratrices qui agissent sur chaque point, les mouvements de ceux-ci ré- 
sulteront des équations 


dx d'y d?z d'a” 
dv de ge? æ 


Ces forces que nous supposons aussi indépendantes du temps et qui 
sont nulles dans la position d'équilibre, ou quand (xyz), (x'yz).… 
s’évanouissent, sont des fonctions de (xyz), (x’y'z’) .….; si denc on les 
conçoit développées suivant les puissances croissantes de ces variables 
et qu'on s’arrête aux premières puissances, il viendra 


de = Æ+by+c+er +..…, Te = + Y+Cz+eL +: 

d?z | d?x’ | | | ., 

a = UE +bY+C + e,x He... ue = T+ by+cz+e TL Hi... 
etc., etc., etc., dans lesquelles a, b, c...…. sont des constantes connues. 


Si l’on tire des n équations (9) toutes du premier degré, les valeurs 
de n variables en fonction des autres, pour les substituer dans les 
équations précédentes du mouvement, celles-ci ne contiendront plus 
que des variables linéaires, indépendantes entre elles, en nombre p, 
et en les intégrant comme au numéro précédent, au moyen de fac- 
teurs À, X’, À”... constants indéterminés, on sera conduit à p intégrales 
de la forme 


x+Iy+Vz+ Ya + Acosty/—(a+)da, +\a,+}'a +...) 


+Bsinty/—(a+3da+\a,+)'a +...) 


dans lesquelles À et B, A’ et B’.... sont des constantes arbitraires qui 


(10) 
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dépendent du mode d’ébranlement initial. Ces p intégrales, qui s’ob- 
tiennent en substituant dans la précédente pour à, X’, À”... les p 
systèmes de valeurs tirées des p — 4 équations de condition 


b+b,+%b,+%0 +... CHA, + NC, + NC + ete..(14) 
a+ )a,+Xb,+ "a+.  ? a+)da + Va, + X'a +. 7 


sont visiblement de la forme suivante, dans lesquelles C, r, C’, r”.…. 
sont les constantes arbitraires, 


+ y +Vz+ Na +. = Csinfr +iy/—(a+)a +...)], 


.… (19) 
c+hy+Xz+ la + = C'sinfr + — (a +2,a....)] 


ce que l’on reconnaît en développant le sinus du binôme r+t}/ . 
Si on résout les p équations linéaires précédentes par rapport aux p 
variables, on est conduit à des valeurs de la forme 


æ=psin(r +14) + vsin(r + 4h) + rsin(r” + ty/K") +ete. 
y=p'sin(r+ tk) + v'sin(r+t/#)+ r'sin (r” + t/f)+ ete. 


z = elc. 


(13) 


dans lesquelles p, r, p', r’.. sont des constantes qui dépendent du 
mode d’ébranlement initial et qu’on détermine en résolvant les équa- 
tions suivantes : 


Lo = Sin T + vsSiNT + x Sin r” +... 


Yo = Sin Tr + v'sin r” + nr Sin r” +... 


=pykcos r + »p/hk" cos r + x WF” cos lublle ELLE 
D = Vk cos r + v V/k' cos r” + 7’ /k" cos r” Ho. 


dans lesquelles x,, 7,,... sont les valeurs connues de x, y... corres- 


dx d  . 
pondant à {—0 et v,, v... les vitesses PrÉ D. imprimées aux 
différents points suivant les axes quand le temps t est nul. 


Pour démontrer le principe de la superposition ou de la coexistence 
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des petites oscillations, reprenons les p intégrales (10) et leurs 
dérivées par rapport au temps. En y faisant { —0 et remplaçant 


dx d 
LT, Y)2, Le ü° ere PAT Los Yoy Lovers Voy Vo...) ON tFOUVE pour les 


LA 
constantes À et B, À’ et B’... les valeurs 


A = %o + Yo + Vo + VA +, BK = Vo + AV! H ND Hrssee 


A'— Lo + À Yo + À Zo + 1X'o + RS | BYE =% + 100 HA Vo Hesse 


Quand on les aura substituées dans (10), celles-ci donneront à chaque 
instant la position des différents points du système, à la suite d’un 
ébranlement primitif déterminé par les valeurs de %, Yo; %os L'or. 
Vos Vo... Or si l’on y fait successivement nulles toutes ces quantités 
moins une, on aura les valeurs de x, y, z, x’. à l’époque t, quand le 
système n’éprouve qu’une seule perturbation primitive et on recon- 
naïtra, comme on l’a fait pour les corps flottants, que les valeurs, 
pour le cas d’une perturbation primitive multiple, sont égales aux 
sommes des x, y, z.... dûs à chaque perturbation isolée. On peut donc 
affirmer qu’à un instant quelconque, les écarts x, y, z.… de chaque 
point de sa position d'équilibre, à la suite de plusieurs ébranlements 
primitifs simultanés, sont égaux aux sommes des écarts qui seraient 
düs à chaque mode d’ébranlement existant isolément et que les vitesses 
des différents points sont les résultantes des vitesses particulières. 

227. Applications au prisme triangulaire, au parallélipipède et au 
prisme à base parabolique. — Pour appliquer les formules du N° 225 
au prisme triangulaire à base isocèle, pour lequel les conditions 
de stabilité ont été trouvées au N° 222, on remarquera que le plan 
mené par le centre de gravité du prisme pcrpendiculairement aux 
arêtes latérales et le plan mené par le centre de gravité et par l’arête 
plongée dans le liquide, divisent le prisme en deux parties symé- 
triques; d’où on conclut que la verticale, intersection de ces deux 
plans, est un axe d'inertie principal ainsi que la parallèle aux arêtes 
latérales menée par le centre de gravité de la base et la droite hori- 
zontale perpendiculaire à cette parallèle. En conservant les désigna- 
tions du N° 221 et en représentant en outre par b la base du triangle 
isocèle et par À sa hauteur, on trouve pour les moments d'inertie du 
prisme par rapport à ces deux derniers axes, 


lbho 


A 





(ah + 562), B— TE (4h? + 6). 
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On a aussi 


3 3 , ni 
v—_".f, ak — 3° ak = A /E a3n(i1/ 7) 
2 P 49p° 12 P 5) p 


et après avoir fait dans les formules générales de la page 451 





a—0, b—0, c—0, 


l’on trouve pour les durées des oscillations verticales du centre de 


gravité et des oscillations transversales et longitudinales autour de ce 
point : . 








h (4h? + 5b?) 
Tr L VE 12g | (b% + 4h°) p' — kh3 
2g p T7 p 
Re (Ch? + GE) + 6l?) 


spi] 


S'il s’agit d’un parallélipipède rectangle ayant a et b pour arêtes hori- 


zontales et c pour arête verticale, il faudra faire dans les formules 
générales précédentes, 


( / abcp’ 
a—=0, b—0, c—0, ad; (if): A (Et + ct), 


? - ? ô 
= (+), V= abc£, ok — %", ok, 
P 


12 12 
et les durées des oscillations verticales, transversales et longitudinales 


seront 
-V: V£ AVAELCECEES Te pp'e (D? + c?) 
g 2,3 


Pi + 6c?pp — 6cp?)? 
2 D ct 
:V/ pp'e (a + c) 


g (a*p? + Gcpp" — Gc*p?) 





Quand l'épaisseur verticale du parallélipipède est très petite relative- 
ment aux deux autres dimensions, comme cela a lieu pour une planche, 
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les durées des trois oscillations sont sensiblement égales entre elles et 


C Th ae ne 
représentées par "/° P, c'est-i-dire que ces oscillations se 
g P 


font dans le même temps qu’une oscillation d’un pendule d’une lon- 
gueur égale à * Enfin s’il s’agit du prisme à base parabolique dont 


on s’est occupé à la fin du N° 221, en supposant vertical l'axe de la 
parabole, on trouve 


— = 9! — hot (8 + 7 93 3 
À s"( rs «)vAr B — ts GP + go )V2res, 


3 
V = 2pas = = Ê Pr V/2paï, ok — al epaÿ =; p lp y 2paï, 


(Dos sfr D 


et les durées des oscillations des trois espèces ont pour valeurs 





La condition de stabilité est 


SH 


Si on considère le même corps flottant dans la position d’équilibre 
inclinée, on trouve 


nur fi[r (PA) 


Cette valeur étant négative, on en conclut que cette position d’équi- 
libre n’est pas stable et que par conséquent les oscillations sont impos- 
sibles, du moins autour de l’axe parallèle aux génératrices du cylindre. 
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Equation générale du mouvement d'une masse fluide. Pression en un point. — 
Hypothèse du parallélisme des tranches. — Loi de l'écoulement par un orifice, 
quand le réservoir est constamment plein. — Pression contre la paroi du réser- 


voir. — Vitesse d'écoulcment hors d’un réservoir qui commence à couler. — 
Ecoulement hors d’un réservoir qui se vide. — Cas où le réservoir n’est pas 
évasé. — Ecoulement hors d’un vase cylindrique qui se vide. — Contraction 


de la veine fluide. — Ecoulement d’un fluide élastique par un orifice. — Hypo- 
thèse du parallélisme des tranches. Cas où le réservoir est dans un état perma- 
nent. — Cas où l’élat du vase varie à chaque instant. — Résistance des fluides. 
Action d’une veine fluide sur un plan. — Résistance d’un fluide indéfini, — 
Résistance opposée par un corps de révolution. — Autre théorie de la résistance 
des fluides. 


228. Equation générale du mouvement d’une masse fluide. Pression 
en un point. —Ona vu (N° 209) que dans une masse fluide incompressi- 
ble en équilibre, dont toutes les molécules sont animées des forces accé- 
lératrices (XYZ), la différence de pression en deux points est donnée par 
l'intégrale p /(Xdx+ Y dy + Zdz) prise entre ces deux points. Considérons 
maintenant la même masse fluide en mouvement; l’inertie de la matière 
fait naître une force nouvelle dont les composantes sont pour l’unité 
d?x d?y d?z 
d&” dé dr 
de Dalembert il y a, à chaque instant, équilibre entre les forces mo- 
trices et les forces d'inertie, les liens devant être considérés comme 
inextensibles à cause de l'incompressibilité du fluide, la différence 
de pression p et p’ en deux points de la masse dans l’état de 
mouvement sera donnée par la formule précédente, en y rempla- 


de masse, — » et comme d’après le principe 
’ P 
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2 2 2 
Te dy TE on a donc 


cant X, Y et Z par X — — n° Z-—= 


d'y d?z 
p — —p=pS ds + Ydy + 24e) — p| (Ce de + Ga dy + Ta de), 


les deux intégrales ayant pour limites les deux points de la masse 
fluide et dx, dy, dz représentant les aceroissements des coordonnées 
x, y, z d’une même molécule pendant le temps dt. 

Supposons le fluide soumis à la seule action de la pesanteur ; “en 
prenant l’axe des Z vertical et dirigé vers le bas, les forces X et Y seront 
nulles, Z sera égal à g et l’on aura, À étant la différence de niveau des 
deux points, 


, dx d d?z 
P =? + gr ( (Tr ds D LES 1) 


ou bien 


aan ©) 


Si l’on désigne par v la vitesse de la molécule qui, à l’époque t, a pour 
coordonnées (xyz), on sait qu’on a 


dx? n dy° L dz3 
_ dû dû de 


? 


dv 
et en désignant par (dv) ou par 7) dt l’accroissement de vitesse 


dt 
d’une même molécule pendant le temps dé, il viendra 


ea)ét= da) a 8) are) 


et par conséquent, 


, dv 
p—n=pgh—e(o(5)de 


dans la quelle (e (%) dt est la somme des produits des vitesses de 


chaque molécule par la vitesse dv ou à) dt qu’elle gagne dans 


l'intervalle dt, cette intégrale étant prise depuis le point p jusqu’au 
point p’. 
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ve dv 
Il importe de remarquer que ce que nous avons désigné par (à) 


diffère essentiellement de la dérivée partielle de v par rapport à t, 
dv . 

que nous représentons par PTS Dans cette dernière, le dv qui ne se 

rapporte qu’au temps et pour lequel les coordonnées ne changent pas, 

est l’accroissement de vitesse en un même point de la masse fluide, 


ou la différence de vitesse des deux molécules qui passent successive- 
dv , 
ment par un même point, tandis que dans G) le dv est l’accrois- 


sement de vitesse d’une même molécule pendant le temps dt et con- 
sidérée dans ses deux positions successives. 

229. Hypothèse du parallélisme des tranches. — Cette équation fait 
connaître la différence de pression en deux points d’un fluide en mou- 
vement et par suite, comme on va le voir, toutes les circonstances de 


dv me 
son mouvement, pourvu que v di dt soit une différentielle exacte et 


ce cas ést jusqu’aujourd’'hui le seul qui ait été traité d’une manière com- 
plète et générale. Cette circonstance se présente sensiblement quand on 
se propose de déterminer les lois de l’écoulement d’un liquide pesant 
par un orifice pratiqué dans la paroi d’un vase; en effet, adoptons pour 
abréger les calculs, l'hypothèse suivante sur la manière dont les molé- 
cules fluides se déplacent dans un réservoir qui se vide : tandis que le 
fluide s'écoule du vase, toutes les molécules composant une même 
tranche horizontale ont une même vitesse verticale, ce qui suppose 
qu’à chaque instant ces couches horizontales sont formées des mêmes 
molécules. Cette hypothèse est connue sous le nom d’hypothèse du 
parallélisme des tranches. Comme le fluide est incompressible et que 
par conséquent les quantités de fluide qui passent dans un même 
temps par différentes sections horizontales faites dans le vase, doivent 
être égales, il est visible que les vitesses avec lesquelles le fluide 
traverse deux sections, sont dans le rapport inverse des aires de 
ces sections, et l’on aura en comparant une section d’une étendue s 
pour laquelle la vitesse est v, à la section « de l’orifice d'écoulement 
pour laquelle la vitesse est «, 


u:U—Ss:a, d'où sv— au. 


D'un autre côté, z étant la profondeur de la section s sous l’origine 
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dz 
des coordonnées , — sera la vitesse v des molécules qui y sont con- 


dt 
tenues, c’est-à-dire que 
dz 
dt 0 dz — vdt, 


d 
et l'intégrale v () dt prendra la forme suivante : 


a ç% , 
dv 8 dt dt 
(CE dt — a pri di = «a 55 d 
ds 
= (- u da, 
_ dt}s Fo 


| du . eur « 
Les facteurs Hi et u sortent du signe d’intégration parce qu'ils se 


rapportent à une tranche particulière et qu’ils sont par conséquent des 
facteurs communs à tous les termes représentés par les intégrales. Or 


dz ? e e- e ? 
(= représente la somme des épaisseurs dz de chaque tranche divisée 
$ 


par sa surface s prise depuis le point p’ jusqu’au point p. Comme s 
est une fonction de z, cette intégrale, que nous désignerons par p, est 
connue dès que l’on connaît la forme du vase. Pour ce qui est de 





remarquons que s n’est pas connu en fonction de t, mais bien en fonc- 


.., ds 
tion de z, lequel est fonction de t; la dérivée -—— est donc donnée par 


dt 
ds dz 


D Il vient alors en désignant par s’ la section du vase placée au 
z 
niveau du point p’ et par v’ la vitesse dans cette section, 
ds ds dz ds ds 
— — — — dz. — 
ne au a” IE de 


s? st S s3 








DYNAMIQUE. 465 


parce que l'intégrale doit être prise depuis la tranche correspondant 
à p jusqu’à celle qui correspond à p. L’équation générale devient en 
substituant, 


a?u3 | 
Pp — P = grh — pag FTP 9 5"? a) 


250. Loi de l’écoulement hors d’un vase constamment plein. — Pour 
interpréter cette équation, nous distinguerons deux cas; 4° celui où le 
vase est entretenu constamment plein et est arrivé à un état per- 
manent; 2 celui où le vase n'étant pas alimenté, se vide par l’orifice. 
Dans le premier cas, la vitesse d'écoulement « est uniforme et con- 


. . du 
stante, le coefficient différentiel Ti est nul et Péquation du numéro 


précédent devient 


Cette équation va nous servir d’abord à déterminer la vitesse d’écou- 
lement du fluide par un orifice placé au fond du vase; en effet, en 
plaçant les deux points auxquels correspondent les pressions p et p’, 
savoir, l’un à l’orifice d'écoulement et l’autre à la surface libre du 
fluide et en désignant par « cette surface libre et par À la hauteur 
totale du fluide dans le vase, ces pressions p et p' représenteront 
les pressions dans ces deux points, pressions qui sont égales à celles 
de l’atmosphère, si l’écoulement a lieu dans l'air; elles seront par 
conséquent sensiblement égales et l’équation donnera pour la vitesse w 
d'écoulement, 





valeur qui se réduit à 
u —}/ 29h, 


si l’orifice « d’écoulement est fort petit relativement à la surface 
libre w du fluide. On voit que la vitesse d'écoulement est alors égale 
à celle qui serait acquise par un corps pesant, tombant librement 
d’une hauteur égale à celle du niveau du fluide audessus de l’orifice. 
Comme ut est la longueur de la veine fluide qui s’est écoulée dans 
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le temps t, aut est le volume de cette veine ou le volume d’eau 
écoulé; on trouve donc 





ual — 
2 
15 
a) 
ou, si « est très petit, 
uat = at / 29h. 


Quand l’orifice « est pratiqué dans la paroi latérale du réservoir, on 
peut sans erreur sensible considérer l’orifice comme placé au fond d’un 
vase limité inférieurement par le plan horizontal qui passe par le centre 
de l'ouverture, pourvu que celle-ci soit très petite, attendu que le 
liquide au-dessous de ce plan reste immobile malgré l’écoulement. La 
formule précédente est donc applicable à ce cas et h est la profondeur 
du centre de.l’orifice sous le niveau supérieur du liquide. 

Quand l’orifice de la paroi latérale a une grandeur finie, cette for- 
mule a besoin d’être modifiée. On considère alors le grand orifice 
comme composé de petits orifices dax placés à des profondeurs À diffé- 
rentes, et le volume d’eau écoulé dans le temps f, composé de la 
somme des volumes auxquels chaque orifice da livre passage, est 
donné par 


t SV 2gh de = t y/2g f'hida. 


Si cette ouverture est une fente horizontale d’une longueur / et d’une 
largeur très petite £, hk sera constant pour tous les orifices élémen- 
taires et le volume écoulé V sera 


1 
V=ty/2gh° f da =ty/2gh.le. 


Si l'ouverture a une forme plane quelconque, il faudra décomposer 
sa section en tranches horizontales ! d’une largeur dx et chercher 
d’après la forme de la courbe qui la termine, la relation entre { et x 
ou {— fx. En représentant par n l’inclinaison du plan de l’orifice sur 
l'horizon, par X la plus grande hauteur de l’ouverture dans le sens 
oblique, ou l'intervalle entre la tranche horizontale la plus haute et 
la tranche la plus basse, par x la distance entre la tranche la plus 
basse et une tranche quelconque correspondant à h et par h’ et h” les 
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profondeurs sous le niveau de l’eau de la dernière et de la premiére 
tranche , on aura visiblement 


h—=h—xsinn, h'—h"+ksinn 


et l'intégrale deviendra 


= ty/2q | (k'— x sin nÿ° fxdz. 


Quand l’orifice est un rectangle dont la base | est horizontale, cette 
valeur devient 


© tly/ 2g 


sin n 


2t1y/2g 
3 sinn 





5 3 
pe — (k'— ksinn)*? = L(R pi h'*). 








. le 
Pour un orifice circulaire, on trouve ni — x(k—x) et le volume 


écoulé est représenté par 


k 
v—23 | V'(h'— xsinn)x(k — x) dx. 
0 


Cette intégrale dépend des fonctions elliptiques; mais si le liquide 
effleure le bord supérieur de l’orifice, h” sera nul, h’ sera égal à 
k sin n et cette valeur deviendra, en désignant par r le rayon du cercle, 


k 1 
V=—21y 2g sinn | (k—x) x° dry gs ne t/gré sin 
0 e 


On trouve aussi, quand l’orifice est triangulaire avec une base b hori- 
zontale, l’une ou l’autre de ces valeurs 

3 3 
2 — h'° 


—({2 
V = tkb /2g ST pre Fr 


2,,h 
=; 


— h7) 
2 ,,h°—h" 2h’ 
— {k pe 
V= th 29 Cu ME SR J' 
suivant que cette base b cst placée au point le plus bas ou au point le 


plus élevé du triangle. 
251. Pression contre la paroi du réservoir. — On déduit de l’ex- 


' 
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pression générale de p — p', la valeur de la pression exercée par le 
liquide en un point quelconque de la paroi du réservoir; en effet, en 
prenant pour p’ la pression à la surface « du liquide et pour p la pres- 
sion en un point placé à une profondeur h’ au-dessous de ce niveau 
et correspondant à une section s, l’équation générale du numéro pré- 
cédent devient 
1 | 1 
— y + = pau | — — — 
p=p + pgh + cpu =) 

et si l’on remplace la vitesse w d'écoulement par sa valeur trouvée 
plus haut, on trouve 


1 1 
8 

p=p + egh + ph — 7? 
et dt 


dans laquelle p’ est la pression atmosphérique et pgh' la pression hy- 
drostatique due à la profondeur h’ du point p audessous du niveau 
du liquide. | 

Si le vase éprouve la pression de l’air à l’intérieur et à l’extérieur, 
cette pression se détruit, tout se passe comme si l’air atmosphérique 
n'existait pas et il faut supprimer p’. 

232. Vitesse d'écoulement hors d’un réservoir qui commence à cou- 
ler. — Si le réservoir est entretenu constamment plein, sans que la 
vitesse d'écoulement ait atteint l’uniformité, comme cela a lieu pen- 
dant quelques instants après qu’on a ouvert l’orifice, en comparant 
dans l'équation générale du N° 229, les pressions p’ et p au niveau 
du liquide et à l’orifice du réservoir, s et s’ deviendront « et w, la 
différence du niveau h sera constante ainsi que la section supé- 
rieure w et l'intégrale x, puisque le niveau supérieur est constant et 
que cette intégrale devra s'étendre au vase entier; les pressions p et p 
seront égales comme représentant la pression due à l’air atmosphé- 
rique et on déterminera la vitesse d'écoulement x à une époque quel- 
conque t, en intégrant l’équation différentielle de la fin du N° 229 


depuis le commencement de l’écoulement ou depuis t — 0. On trouve, 
2 
œ 
en représentant À — ms Par x8, 


2audu 


M Sp Nu 
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d’où l’on tire 
UV 29h MV/ 29h 
29h e 24 _e 2ap 


Æ V2 V2 
1 Tu e 2 Le 2ae 


Cette valeur nous apprend que la vitesse d'écoulement ne sera jamais 
rigoureusement uniforme. Cependant comme au bout d’un temps 


: AMV 29h MV 29h 
s ; . 2ap » je 2au 
très court, l’exponentielle e est négligeable devant c 
la valeur de # converge rapidement vers la suivante 


V’ 2gh 


1" 
co? 


qui est, comme on sait, la vitesse dans l’état permanent. La quantité 
de fluide écoulée à la fin du temps f est évidemment 





U = 








9 








x _ _ 
9qh 2au 2ap 
J'uadt = à 23 ° dt, 
l a? MV/29h MV/29h 
7 op? e 24 + 2au 


Out ; xy/2gh _MV/ 29h 
un -logs(e %# +e 2% ): 





Au bout d’un certain temps très court, on pourra encore négliger la 
seconde exponentielle, et la dépense devient 


a V 2gh : 20? 


Le premier terme proportionnel au temps, est la dépense qui aurait lieu 
si, dès le premier instant, la vitesse était uniforme. 
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253. Écoulement hors d’un réservoir qui se vide. — Si le niveau su- 
périeur est variable, ou si le vase se vide, h cessera d’être constant 
ainsi que «w et p; l'équation à intégrer contiendra donc cinq variables 
u,t,h, up, ©. Or si on transporte l’origine des coordonnées à l’orifice 
d'écoulement, la vitesse de la tranche supérieure sera — TH et comme 
l’incompressibilité du liquide exige que les vitesses dans les différentes 
sections soient réciproquement proportionnelles aux aires de ces sec- 
tions, on a 


ACL 
Hiu=a:o, 
d’où 
de —°% 
au 


En éliminant dt de l’équation générale (à la fin du N° 229) et plaçant 
les points p et p’ à la surface libre et à l’orifice, cette équation devient, 
attendu que p et p’ se réduisent à la pression atmosphérique, 

œuudu 13, 


Comme on connaît la forme du réservoir, s est donné en fonc- 

. , he . . 

tion de z et par suite on connaîto ets ou\ — en fonction de À. Si on 
0 


substitue ces valeurs dans cette équation, celle-ci ne contiendra plus 
que les variables w et h. 

Quand l'orifice « est très petit, cette équation se réduit sensiblement 
à la suivante 





vient 





qui étant intégrée, après qu’on aura remplacé © par sa valeur en À, 
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donnera h en fonction de t. Si l’orifice « n’est pas très petit, l’équa- 
tion différentielle précédente devra être intégrée dans toute sa géné- 
ralité. Qu'il s'agisse, par exemple, de déterminer la vitesse de 
l’écoulement par l’orifice EF (fig. 127) ou « d’un entonnoir conique 
qui se vide; en supposant que BC soit le niveau du fluide’à l’époque t, 
on fera 


. ai kde 
AD—kh, aireBC—"o, aireEF—c, X—14 —-—, «= | — 
(A 0 S 
Comme le rayon de la section circulaire « est donné par =, sion 
Fr 


désigne par a la tangente de l’angle BGD, la hauteur GA de la partie 


du cône enlevée est égale à — N/: » et l’on trouve 
sms (ai + 1/2)", : ne À, 
st (ai + VV) ) 


h dz h | 
= ———…—…— <<“ -——————; 
a her +a 
rx az + — 
"(+ V2) 


l'équation différentielle à intégrer est donc 


ha 0? h a ( 1 a JE ui 
g QD Ùy — — —__ . 

(ah V4 + Va) dh (ah x + V'a)/ 2 
L'intégrale fera connaître la vitesse d'écoulement w en fonction de la 
hauteur À. En remplaçant ensuite w par sa valeur dans 


wdh 


dt =" 


au 


trouvée plus haut, et effectuant une nouvelle intégration, on con- 
naîtra ten fonction de h et par suite À en fonction de f, c’est-à-dire 
qu’on connaîtra à chaque instant la hauteur du fluide dans le vase. 
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Pour « très petit, on a, comme on l’a vu plus haut, 


nu — 29h v’ 29h 
a? = a! 
A Vi 
et par conséquent, 


dt = — V r'athe y _dh. 
œ 


V’2gh 





ou plutôt, parce que « est très petit, 


5 
ra°h*dh 
ay 2q 


dt — — 





et en désignant par H la valeur initiale de , 
1 — < ra? (ré — mr). 
9 « 29 


Le temps nécessaire pour vider l’entonnoir ou pour rendre h nul 
est donc 








234. Pression contre la paroi du réservoir qui se vide. — La valeur 
générale de p — p' fait aussi connaître la pression exercée en un 
point de la paroi placé à une profondeur h’ au-dessous du niveau; en 
effet, p étant cette pression, s la section placée à son niveau, p l'in- 


tégrale [* prise depuis la surface libre © du liquide jusqu’à la sec- 
tion s, p’ la pression à la surface libre, on a (fin du N° 229), 

y + 09h du pau? LR 

p—=p + Pÿ PH 9 ? 

et comme on connaît les valeurs de « et de _ en fonction du temps, la 


valeur de p sera déterminée pour chaque instant. Il est visible que p' 
est la pression atmosphérique. Si l’orifice a est fort petit, la valeur 
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Le du 
de w ne varie que par degrés insensibles et — est nul comme pour 


di 
le cas où l'écoulement est dans un état permanent; la valeur précé- 
dente se réduit alors à la suivante 


, , À 4 1 
p=p + pgh — ses) 


ou bien, en remplaçant w par sa valeur, 


41 1 
, , 8 «w 
p=p + pgh + pgh——: 
uw ai 


235. Cas où le réservoir n’est pas évasé. — Nous avons supposé dans 
ce qui précède, que chaque tranche horizontale ne différait de la précé- 
dente que d’une différentielle, c’est-à-dire qu'il n’y avait pas de change- 
ment brusque de grandeur dans l’étendue des tranches horizontales 
successives et par conséquent dans les vitesses qui leur correspondent, 
puisque jusqu'ici les accroissements de vitesse ont été représentés par la 
différentielle dv. Cette circonstance s’exprime en disant que le réservoir 
était évasé; cela n’aurait plus lieu s’il était terminé par une surface 
plane et horizontale AB (fig. 128) percée d’une petite ouverture 00; 
la différence de vitesse entre la tranche AB et la tranche suivante 00° 
qui sort du vase, ne serait plus alors une différentielle; cependant 
comme la valeur générale 


“dv 
p—p=mi—r(v(t) dt, 


de la différence de pression en 00’ et en CD contient la somme des vdv 
pour toutes les tranches, il faudra prendre la somme des vdv au 
moyen du calcul intégral depuis la tranche supérieure jusqu’à la 
tranche AB et pour compléter la somme des vdv, on ajoutera à cette 
intégrale le vdv qui correspond à la tranche 00’, c’est-à-dire le pro- 
duit de sa vitesse par l’accroissement de vitesse qu’elle a pris dans le 
temps dt. En représentant par 0 la section AB et par v’ la vitesse 
dans cette section, il suffira pour avoir l'intégrale prise depuis CD 
jusqu’à AB, de changer « en o et u en v’ dans la valeur de l'intégrale 
du N° 229, qui deviendra 
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que l’on peut transformer en 


en observant que l’incompressibilité du fluide donne 


au—0v, d’où a o 
? dt dt 
Quant au vdv correspondant à la dernière tranche 00’, remarquons 
que comme v’est la vitesse de la tranche AB et w celle de la même 
tranche quand elle s’écoule en 00’, l'accroissement de vitesse est 
u — v’ et le terme à ajouter est uw (w —v’) ou bien, comme v'o est 


égal à au, au É — <) c’est-à-dire qu'il faut prendre pour 


(e Go) dt la valeur suivante 


dé @utf4 4 [11 
Fat 2 24 1 x 0 


et l'équation générale devient 
, du À ai 
P—P = p9h — pau = — 5 pu É (4 Te | 


dont on fera usage comme au N° 2530, pour déterminer la vitesse d’écou- 
lement quand le vase reste constamment plein. On trouve ainsi que, 
lorsque la vitesse est devenue constante, elle est égale à 


En remplaçant dt par sa valeur mr donnée au N° 253, il vient 


0 — a, udu 1 sl, _* _a\ 
P D = ph + pp TE gPu : ar 1 0 
qui devra être employée lorsque le réservoir se vide. 
L'orifice a été supposé placé au fond du vase; mais ici comme au 
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N° 230, on pourrait le supposer placé latéralement dans une position 
quelconque, pourvu qu’il fût très petit et considérer alors le plan 
horizontal passant par cet orifice ou plutôt par le centre de cet orifice 
comme étant le fond du vase. L'expérience prouve en effet que le reste 
du fluide demeure sensiblement immobile. 

236. Ecoulement hors d’un vase cylindrique qui se vide. — Si le 
vase CABD est cylindrique et que l’écoulement ait lieu dans l’air, les 
pressions p et p', représentant les pressions atmosphériques sur la 
surface supérieure du fluide et à l’orifice d’écoulement, seront sensi- 
blement égales et w étant l’aire de la base du cylindre, on fera 


L'équation précédente devient en substituant, et en représentant par 


(A) 
n le rapport — ; 
œ 


et l’on trouve en intégrant et en représentant par H la hauteur pri- 
mitive du fluide dans le vase, correspondant à l’instant où la vitesse 


était nulle, 
ñn 2 _on—1 
COS 
“nV3 / = ER ET 


Cette équation fait connaître la vitesse d'écoulement correspondant à 
une hauteur k du fluide. Pour avoir la valeur de h en fonction du 
temps, on fera usage de l’équation 


et il viendra 


— VO — In — À ———————_—_———— — . 


PV ANNEE | G rer 


Cette différentielle n’est pas intégrable sous forme finie pour une va- 
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GO) . , L 4 e 
* leur quelconque du rapport — ou #. Si on suppose l’orifice « très petit 
- LÀ 


, h \ | 
relativement à ©, l’exposant de F Sera un trés grand nombre et comme 


h  .. .. el: . 
H est inférieur à l’unité , ce terme sera négligeable devant l’unité; on 


pourra donc poser 


—_—— dh 
dt= —y/2n? — 9n — 1 —— 


/29h 
d'oùulontire 
4 —2V2n—n 1 (mn) et h =(i- I) 
29 21/On? —9n — 1 


En substituant cette valeur dans la première intégrale réduite à 


D = — — ——© agp, 


y 2n° —-2n —1 








on trouve 
"029 | V9 
On° — On — 1 2 /2n? — 2n — 1 





qu’on peut réduire à la valeur suivante 
gt 
u — H — =— 
J On” 


parce que n étant très grand, 2n° — 2n — 1 diffère peu de 2n°. 
Le temps ?” nécessaire pour vider le vase est donné par 


t’ 
audt = Ho 
0 


qui exprime que le volume du liquide écoulé est égal à la capacité du 
vase. On tire de là en remplaçant par la valeur précédente et intégrant, 


237. Contraction de la veine fluide. — Les formules fournies par 
cette théorie ne donnent pas toujours des résultats conformes à l’expé- 
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rience. On a reconnu que si l’ouverture est évasée vers l’intérieur, 
c’est-à-dire si le vase se trouve dans le cas prévu aux N°° 229 à 234, 
la théorie s'accorde assez exactement avec l’expérience ; mais si, 
comme dans le N° 255, l’orifice 00’ est percé dans une surface plane 
AB, la quantité d’eau écoulée ou la dépense pratique ne forme plus 
qu’une fraction de celle que donne la théorie; la première n’est sou- 
vent que les 0,62 de celle-ci. Cette différence s’explique par la cir- 
constance que dans ce qui précède l’on a supposé parallèles les vitesses 
des molécules au sortir du vase, tandis que l'expérience, d’accord en 
cela avec le raisonnement, fait voir qu’elles sont convergentes vers 
l'orifice, et cette convergence fait que la veine fluide ne forme pas 
comme dans le premier cas, un jet cylindrique d’une section égale à celle 
de l’orifice d'écoulement, mais un jet contracté et conique dont la section 
n’est qu’une fraction x de l’orifice. Ce phénomène est connu sous le 
nom de contraction de la veine fluide. En remplaçant dans les formu- 
les, l’orifice d'écoulement « par la section de la veine contractée n«, 
la dépense théorique se rapproche beaucoup de la dépense pratique. 
Le facteur n se nomme coefficient de la contraction de la veine et doit 
être déterminé par expérience. 

258. Écoulement d’un fluide élastique par un orifice. — Lorsque 
le fluide est élastique, on a vu (N° 210) que si les forces accélératrices 
qui agissent sur lui se font équilibre, la différence de pression en deux 
points du vase est donnée par 


p—p' = f'p(Xdx + Ydy + Zdz), 


la somme étant prise entre les deux points. Or, si on suppose le fluide 
en mouvement, on sait qu'aux forces accélératrices X, Y, Z il faut 
ajouter les forces d'inertie; la pression est donc alors encore donnée 
par la formule précédente, pourvu qu’on remplace X, Ÿ, Z par 

d?x d'y d?z 


L— ne ue LS 


2% 
p—p'= + /fp(Xdx + Ydy + Zdz) — (Ter + Ga + Trde), 


: On a donc 


les intégrales étant prises depuis le point p’ jusqu’au point p. 
Si la gravité est la seule force qui agisse sur le fluide, on pourra, 


comme on l’a fait pour les fluides incompressibles, donner à cette 
expression générale la forme suivante 


dv 
g J'edz (#0 ( a) 


476 CHAPITRE XXII, 

ou bien, en remarquant que d’après la loi de Mariotte, la densité p 
À \ 

peut être remplacée par EP° k étant un coefficient qui dépend de la 


nature du fluide et de la température, 


| 4 dv 
—— 1 — _ Ê _—— — ——— dt. 
p g| spas (r(d) 


En différentiant par rapport aux coordonnées du point p, p’ reste 
constant et comme les deux intégrales se rapportent à ces coordon- 


nées, il vient 
d dv 
RE = gdz — v( dt. 
p dt 
Si on suppose la température uniforme, k sera constant et on aura 


en intégrant depuis le point où la pression est p jusqu’à celui où la 
pression est p’, h étant la différence de niveau, 


dv 
klog = gh —\o( dr, 
gE=gi—(0(T) 


Elog F5 =— 9h — J'v (dv), 


ou bien 


où (dv) est l’accroissement de vitesse de chaque molécule dans le temps 
dt, c’est-à-dire l’accroissement que prend v quand t augmente de dt et 
que x, y, z qui entrent dans v, croissent de dx, dy, dz ou plutôt de 
dx de ue. dy 
dt ? dt 

239. Hypothèse du parallélisme des tranches. Cas où le réservoir 
est dans un état permanent. — Si l’on adopte l'hypothèse du parallé- 
lisme des tranches, v sera la vitesse d’une certaine tranche et comme 
celle-ci change avec le temps et avec la position, (dv) est la différen- 
tielle de v prise par rapport au temps et par rapport à sa distance x 


à l’origine , tandis que l’intégrale se rapporte à l’ordonnée seulement ; 
” v° 
on ne peut donc ici comme au N° 228, prendre en général Z Pour 


dz 
dt, — di — dt, attendu que x, y, z sont fonctions du temps. 


l'intégrale de v (dv), à moins que le fluide ne soit arrivé dans le vase 
à un état permanent, c’est-à-dire à moins que les vitesses ne restent 
constamment les mêmes dans chaque endroit; car dans ce cas v 
ne changera plus avec le temps et ne sera fonction que de x. En 
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représentant par « et w’ les vitesses des tranches passant par les 
points où les pressions sont p et p’, et en supposant le réservoir et le 
tuyau évasés, (dv) sera une différentielle prise par rapport aux dimen- 
sions du vase, et il viendra 


ge = gh — Lu — vw 
klog-;= 9h 3 (u u”?). 


Comme par hypothèse, le réservoir est arrivé à un état permanent, la 
quantité de fluide qui passe par une section quelconque dans un même 
temps doit être partout la même. Or © et w’ étant les aires des sections 
placées aux points où les vitesses sont w et uw’, les volumes de fluide 
qui s’écoulent pendant l’unité de temps sont œu, œ’u’ et les masses 
sont pou, p'o'u’; on a donc partout 


BOU = pO'U 
ou bien , attendu que les densités sont proportionnelles aux pressions, 
pou = p'o'u’. 
En remplaçant w’ par sa valeur dans l’intégrale trouvée plus haut, 
celle-ci devient 


NN ET FEES ) 
k log; — 9} su ( pros ) 


Cette équation fait connaître la vitesse d'écoulement w d’un fluide 
élastique qui sort d’un réservoir R (fig. 129) par un orifice A dont la 
section est © ; car si on place p’ en BC et p en À et qu’on représente 
par ©’ la surface du piston BC, p’ sera sa charge pour l'unité de sur- 
face y compris la pression de l'air, p la pression en À qui ordinaire- 
ment se réduit à celle de l’air atmosphérique et hk la différence de 
niveau entre BC et À. On trouve pour la vitesse d'écoulement 


2qh — 2k log L. 
rte 


/ 
4 — —_—————— ——— 
2,2 
32 
po"? 


valeur qu’on peut réduire à 


3 


2k lo p 
u — p'o? 
LE 
61 
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parce que 29h est le plus souvent trés petit relativement au second 
terme. 

240. Cas où l’état du réservoir varie à chaque instant. — Si le ré- 
servoir n’était pas dans un état permanent, la vitesse v d’une même 
tranche changeraït avec le temps et avec l’ordonnée x, de sorte que le 
dv dv 


dt + — dx et 


(dv) se composerait des deux différentielles partielles Ti L 


l'équation qui termine le N° 238 deviendrait 


ou bien 
klog EL — gh — do m— 1 (0 — v?) 
p' 2 


parce que vdt est l’espace dx parcouru par la tranche et que 
dv À 
Ve dx est la différentielle de 5 (v? — v”?) prise par rapport à x. À cette 
équation doit en être jointe une seconde dite de continuité du fluide 
et qui s'obtient de cette manière : w étant l’aire d’une section du ré- 
servoir placée à une profondeur x, la masse de fluide qui y passe dans 
le temps dt est puwdt. La section placée à une distance dx de la pre- 
mière livre passage à la mème masse augmentée de sa différentielle 
d (pvœ) 
d 





par rapport à x ou puodt + dx .dt; on voit donc que la tranche 


de l’épaisseur dx perd en passant par ces deux sections, c’est-à-dire 
d (pv . 
dans le temps dt, une masse égale à en) dxdt, ou en divisant par 


us , d (pvc . 
le volume wdx, une densité égale à d (eva) dt; mais cet accroissement 


wodx 
dp 
di 


de densité est aussi exprimé par —dt; on a donc à chaque instant 


et dans toutes les tranches 





ou, en remplaçant kp par p, 
dp d(pro) dp dv dp  vp do 
dt we dt Par "dx © dx 
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Cette équation jointe à la précédente, après qu’on a dérivé celle-ci 
par rapport à x, en négligeant le poids du gaz, qui est en effet sans 
influence, c’est-à-dire après qu’on lui a donné la forme 


suffit pour déterminer p et v en fonction de x et de t, quand on 
do 
dx 
dépend donc de l'intégration d’un système de deux équations linéaires 
simultanées, aux dérivées partielles. On pourra séparer les variables p 
et v en les éliminant entre ces équations et leurs équations dérivées ; 
il restera alors à intégrer deux équations aux dérivées partielles d’une 
seule variable dépendante chacune. Si le réservoir est dans un état 
permanent, ou si la pression, la vitesse et la densité restent constam- 
ment les mêmes dans chaque section, les dérivées par rapport au 


connaîtra © et— en fonction de x; la solution complète de la question 


d dv ‘ . . , . 
temps et sont nulles et les deux équations se réduisent aux 
suivantes 


k log? = qh — . (ut — v2),  œopu— const. 


ce qui s'accorde avec ce qu’on a vu plus haut. 

241. Résistance des fluides. Action d’une veine fluide sur un 
plan. — On appelle résistance d’un fluide, l'effort nécessaire pour 
mettre un corps en mouvement dans un fluide en repos ou, ce qui 
est la même chose, l'effort nécessaire pour maintenir en repos un 
corps exposé à l’action d’un fluide en mouvement. Supposons le fluide 
incompressible et réduit d’abord à une veine fluide ABCD (fig. 130) 
qui s'écoule par un orifice AB et à laquelle on oppose un plan 
indéfini en tout sens EF, incliné d’une manière quelconque sur 
l'axe de la veine. Considérons la masse fluide incompressible qui 
dans l’unité de temps est venue à une époque quelconque frapper 
la surface. On sait qu’il doit à chaque instant y avoir équilibre 
dans cette masse entre les forces motrices extérieures, les forces 
d'inertie et les forces intérieures. Ces dernières disparaissent de 
l'équation quand le fluide est incompressible et si on le suppose 
sans pesanteur, les forces motrices extérieures se réduisent à la 
résistance du plan incliné et la force d'inertie est égale (N° 104) 
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à la quantité de mouvement perdue ou gagnée pendant l’unité de 
temps. Puisque ces forces se font équilibre, les composantes esti- 
mées suivant une même droite, suivant la normale au plan, par 
exemple, doivent étre égales. Soit R la résistance du plan, v la 
vitesse d'écoulement, « la section de la veine, n le coefficient de la 
contraction et & l’inclinaison de la veine sur le plan; la masse liquide 
qui vient frapper la surface pendant l’unité de temps est npav, sa 
quantité de mouvement quand elle atteint le plan, est npav? ou plutôt 
npav (v + v’), en désignant par v’ la vitesse acquise par une molécule 
de la veine depuis sa sortie de l’orifice jusqu’au moment où elle frappe 
le plan. En désignant par À la hauteur du liquide dans le vase et par 
h' la différence de niveau de l’orifice et du point du plan où s'opère 
le choc, cette quantité de mouvement est aussi représentée par 


2ngpa(h + y/ hh’) et sa composante normale au plan est npav (+) sin & 


ou 2ngpa (h + p/hh') sin e. Pour avoir la force d'inertie ou la quantité 
de mouvement perduc normalement au plan, il faut retrancher de 
cette dernière quantité la composante suivant la normale, de la quan- 
tité de mouvement qui reste à cette même masse après que la veine a 
frappé le plan, composante qui ici est nulle, parce qu’on suppose le 
plan suffisamment grand pour que la veine après l’avoir atteint, se dis- 
perse tangentiellement en tout sens en formant une nappe d’eau 
ab qui ne conserve aucune vitesse normale au plan; on a donc 


= Noav (0 + v’) sin & — 2ngpa (h + p/hh") sin &. 


Comme le liquide est pesant, il faut aux composantes des forces mo- 
trices ou R, joindre la composante normale du poids p de la nappe 
liquide ab qui presse le plan et qui dépend de son étendue et de sa 
forme. Cette composante est p cos à, d étant l’inclinaison du plan sur 
l'horizon; la résistance est done 


R — npav (v + v’) sin € + p cos d. 


Quand le plan est placé normalement à la direction de la veine fluide, 
celte force se réduit à npav (0 + v’), npau(v +v) + p, npav(v+v) —p 


, 1 
suivant que l’on a à — 57? d—0,d—#x, c’est-à-dire suivant que la 


direction de la veine cest horizontale , verticale et dirigée vers le bas 
ou verticale et dirigée vers le haut. Si la distance entre le plan et 
l'orifice est peu considérable, ces valeurs se réduisent sensiblement à 
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npau®, npav? + p, npav? — p. Ces différents résultats sont confirmés 
par l’expérience. 

242. Résistance d'un liquide indéfini. — Cherchons maintenant la 
résistance qu’oppose une surface de forme et de grandeur données, 
au déplacement d’un liquide indéfini dont toutes les molécules se 
meuvent parallèlement à une droite donnée que nous supposerons 
horizontale. Pour cela on considérera la masse liquide comme com- 
posée de filets infiniment minces, parallèles entre eux. Chacun pro- 
duira son action sur la surface, et la résistance cherchée sera égale à 
la résultante de toutes ces actions. Or si l’on prend l’axe des Z parallèle 
au courant de l’eau , un des filets aura pour section le rectangle dxdy, 
et y étant l’angle formé par sa direction avec la normale à la surface 
au point où le filet la rencontre, la résistance normale opposée par 
l'élément superficiel correspondant sera, en faisant n —1 parce 
qu'ici il n’y a pas de contraction, 


edxdyv? sin (14 — y) — pdxdyv® cos 7, 
dont les trois composantes suivant les axes sont 
pdxdyv? cos a cos y, pdxdyv? cos y cos B, pdxdyv? cos! >, 


æ, 6, 7 étant les angles formés par la normale à la surface avec les 
axes ; les trois composantes de la résistance totale de la surface sont 
donc | 


pv? ff cos « cos ydxdy, pu?ff cos 7 cos Bdxdy, pu? ff cos? ydxdy 


ou plutôt, en remplaçant cos «, cos B et cos y par leurs valeurs connues 
(N° 127 du traité de caleul différentiel), 


—n"(( pdxdy _ ns ( qdxdy ns ( dxdy 


1+p+ qi 1+p+q 1+pt+q 


dz z 
Les valeurs de p et q, ou dx et Tr sont tirées de l’équation donnée 
y 


de la surface et les intégrales doivent être étendues à la surface entière 
qui oppose la résistance, surface qui évidemment est limitée par un 
cylindre enveloppe dont les génératrices sont parallèles au courant. La 
résultante de ces trois forces, donnéc par la théorie des moments, sera 
la résistance cherchée. 

245. Résistance opposée par un corps de révolution. — Si la surface 
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est de révolution autour d’une droite parallèle au courant ou à l’axe 
des Z, les deux premières intégrales devront évidemment être nulles 
à cause de la symétrie de la surface autour de l’axe des Z et la résis- 
tance totale sera parallèle à cet axe et se réduira à la troisième inté- 
grale. On donne à celle-ci une forme plus simple en remarquant que si 


z= fr 


est l’équation de la courbe génératrice, le cosinus de l’angle formé 


par une normale avec l’axe des Z est représenté par TT 
\ e) 
4 + [ — 
dr 
c’est-à-dire que l’on a 
À 1 
lime pds? 
1+p+g y, (& 
dr 


d’un autre côté, au lieu de prendre dxdy pour la section d’une veine 
fluide, on peut prendre dsdr, ds étant un arc infiniment petit du 
cercle décrit autour de l’axe par le point de la courbe génératrice 
sur lequel agit la veine, et dr étant l’accroissement du rayon r de ce 
cercle. La résistance du corps de révolution devient alors 


Tr  dsd d 
pu? =" — ds = 2pru? TT, 
1 + +) 1+(7) 1+ à.) 
r dr dr 


puisque l'intégrale par rapport à s doit être étendue à la circonférence 
entière qui a pour rayon r et que par conséquent l'intégrale de ds est 
2rr. Quant à l'intégrale. par rapport à r, elle doit être prise depuis 
r = 0 jusqu’à la plus grande valeur de r. Si le corps de révolution 
est un cylindre horizontal terminé par un cercle de rayon a, l’équa- 
tion de la droite génératrice sera 


z —= COnst., 
d’où l’on tire 
dz 
— —0( 
dr 


et il vient 


R — pra?v?. 





L 
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Si la surface est une sphère du rayon a, on aura pour équation du 
cercle générateur, 


et la résistance totale devient | 
4 
— pra?v?. 
277 


On voit qu’elle est la moitié de celle qu’opposerait un grand cercle de 
cette sphère, c’est-à-dire une surface plane égale à ra?. Si la surface 
résistante est un cône de révolution ayant pour base un cercle de 
rayon a, l'équation de la droite génératrice sera 


z = Tr lang « 
dans laquelle « est l’angle au sommet du cône et il viendra 
R — prv'a* cos? «. 


244. Autre théorie de la résistance des liquides. — Cette théorie 
de la résistance des liquides indéfinis, due à Newton, conduit à des va- 
leurs numériques essentiellement différentes de celles que donne l’expé- 
rience. Le seul résultat que celle-ci confirme est la proportionnalité de 
la résistance au carré de la vitesse. Ces divergences qui vont quelquefois 
jusqu’à la moitié de la valeur, doivent provenir de ce qu’on a supposé 
que chaque filet liquide produit son action indépendamment des filets 
voisins et comme s’il était isolé, hypothèse qui en effet est inadmissi- 
ble. Pour établir cette théorie d’une manière plus rigoureuse, il fau- 
drait connaître toutes les modifications que subit le mouvement des 
différents filets au moment de leur rencontre avec le corps et tenir 
compte du frottement qu’ils exercent contre sa surface et du choc qui 
s'exerce entre eux; mais ces modifications sont trop compliquées pour 
qu’on puisse les analyser et les soumettre au calcul; on préfère se 
fonder sur une autre hypothèse qui parait plus conforme à la réalité 
que la première et qui consiste en ce que, si un corps de révolution 
CABA'C' (fig. 131) est frappé par un liquide se mouvant dans le sens 
de l’axe BO, le cylindre de liquide DED'E, après avoir agi sur la 
surface ABA', continue son mouvement avec la même vitesse et en 
formant une nappe conique EFE'F’ dont l’inclinaison sur l’axe BO 
change avec la nature de la courbe génératrice BA. Soit d cet angle 


TN 
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correspondant à une courbe donnée BA et R la résistance du corps di- 
rigée évidemment dans le prolongement de OB. Isolons par la pensée 
la masse liquide DED'E’ qui vient frapper le corps pendant l’unité de 
temps. Puisqu’il y a équilibre à chaque instant entre la résistance R 
et la force d’inertie de ce liquide mesurée par la quantité de mouve- 
ment perdue par elle pendant l’unité de temps, il faudra égaler R à 
cette quantité de mouvement estimée dans le sens OB. Or, la vitesse 
étant v et la section AA’ du cylindre étant w, la masse qui atteint le 
corps pendant l’unité de temps est pwv et la quantité de mouvement, 
pœu?. La vitesse et par conséquent la quantité de mouvement reste la 
même par hypothèse après le choc; mais comme la direction des filets 
est inclinée de l’angle d sur OB, sa composante dans le sens OB est 
pœv? cos d et la perte de quantité de mouvement dans ce sens est 
pou? — pov? cos d; on a par conséquent 


R = pov? (4 — cos o) — npwv?, 
ce qui apprend que cette résistance est représentée par pœv? multiplié 
par un certain facteur inconnu À — cos d — n dont la valeur dépend 
de la nature de la surface de révolution et qu’il faudra déterminer par 
des expériences directes. 

Si le corps n’était pas de révolution, les différents filets dont se 
compose le cylindre liquide EFE’F” formeraient encore une nappe 
conoïdale, mais elle ne serait plus de révolution et par conséquent 
linclinaison d ne serait plus la même pour chaque filet. On conçoit 
qu’il faudra dans ce cas remplacer d par une certaine inclinaison + 
comprise entre la plus grande et la plus petite et l’on aura encore 


R — pwv? (1 — cos ?) — npov?, 


n étant un coefficient inconnu dont la valeur devra être donnée par 
expérience. 


FIN. 
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proposition au lieu de proportion. 
+ c(nk)? au lieu de + c(nk}5. 

du au lieu de de. 

le système triangulaire P, P’, P” est remplacé. 
aient au lieu de ayent. 

supplément au lieu de complément. 

entre au lieu de contre. 

identiquement au lieu de indentiquement. 
(fig. 53) au lieu de (fig. 54). 

point au lieu de poids. 


le point C au lieu de le point O. 


_croissent au lieu de décroissent. 
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